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Das Schallfeld der kreisförmigen Kolbenmembran 
Von H. Backhaus 


(Mit 12 Figuren) 

Das Problem der Konfiguration von Schallfeldern, die den 
Schwingungen irgendwie geformter fester Kérper ihre Ent- 
stehung verdanken, ist seit der Entwicklung der neueren grob- 
flächigen Lautsprecher besonders interessant geworden. Die 
strenge Berechnung solcher Schallfelder macht aber nicht un- 
beträchtliche Schwierigkeiten. Man hat sich daher in dieser 
Hinsicht an die einfachsten Strahlerformen gehalten, die für 
praktische Verwendung in Betracht kamen, und als solche vor 
allem die kreisförmige Kolbenmembran, die in einer unendlich 
ausgedehnten starren Wand schwingt, behandelt. Die Lösung 
ist enthalten in dem von Lord Rayleigh?) angesetzten Flächen- 


emikr as 


worin r die Entfernung des Aufpunktes von den Flächenele- 


menten des Kolbens ist und k = Se = — . Da die Membran 


als starr angenommen wird, kann man die Normalgeschwindig- 


keit Og/On vor das nn nehmen: u 


Fiir Aufpunkte auf der Mittelnormalen der Membran kann 
man das Integral leicht auswerten, wie der Verfasser?) in einer 
gemeinsamen Arbeit mit F. Trendelenburg gezeigt hat. Für 


1) Lord Rayleigh, Theory of Sound, Bd. II, § 302. 
2) H. Backhaus u. F. Trendelenburg, Ztschr. f. techn. Phys. 
. S. 630. 1926. 
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andere Punkte ist eine angenäherte Lösung von Lindsay’) 
angegeben worden, die auf eine Entwicklung des Integrals (1) 
nach Besselschen Funktionen hinausläuft, aber mit dem 
ersten Gliede abbricht. Man kann diese Entwicklung auch 
weiter treiben, aber die entstehenden Reihen konvergieren sehr 
schlecht, sobald das Verhältnis vom Radius der Membran zum 
Aufpunktsabstand nicht mehr klein ist. Auch gewähren solche 
Lösungen keinen einfachen Überblick über die Verhältnisse 
im Schallfeld. Schließlich hat H. Stenzel?) eine Lösung an- 
gegeben, die die Gedankengänge, die in der Optik für die 
Theorie der Fraunhoferschen Beugungserscheinungen ver- 
wandt werden, auf akustische Fragen überträgt. Es ergibt 
sich hierbei u. a. eine einfache Formel für das Schallfeld der 
kreisförmigen Kolbenmembran, die der sogenannten Airyschen 
Beugungsformel*) entspricht. Die Voraussetzung, die dieser 
Lösung zugrunde liegt, ist die, daß der Aufpunkt so weit von 
der Membran entfernt ist, daß die Verbindungslinien zu den 
verschiedenen Punkten der Membran als parallel angesehen 
werden können. Man kann, wie Stenzel weiter gezeigt hat‘), 
diese Lösung für viele praktische Aufgaben verwenden. Die- 
selbe Form der Lösung hat übrigens später Mac Lachlan®) 
erhalten, anscheinend ohne die Stenzelsche Arbeit zu kennen. 

Schon Lord Rayleigh®) hat angedeutet, daß man solche 
Probleme, bei denen es sich um Abstrahlungen von geschlossenen 
Oberflächen handelt, auch als Eigenwertsprobleme behandeln 
kann, und es war zu vermuten, daß die Lösung durch Ent- 
wicklung nach Eigenfunktionen, d. h. nach Kugelfunktionen, 
diesen Problemen ganz besonders gut angepaßt sein würde. 
Hierauf lassen auch die Formen der auf anderem Wege er- 
haltenen Näherungslösungen und die bisher bekannten experi- 
mentellen Ergebnisse schließen. Die so erhaltenen Reihen 
müssen auf einer Kugeloberfläche so lange absolut und gleich- 
mäßig konvergieren, wie das zu ermittelnde Geschwindigkeits- 


2) H. Stenzel, E.N.T. 4. S. 239. 1927. 
3) Vgl. F. Jentzsch, Handb. d. Phys. Bd. XXI. S. 932f., Berlin 1929. 
4) H. Stenzel, Ztschr. f. techn. Phys. 10. S. 567. 1929. 
5) N. W. Mae Lachlan, Proc. Roy. Soc. 122. S. 604. 1929. 
6) Lord Rayleigh, Theory of Sound Bd. II, 8326. a 


i 1) R. B. Lindsay, Phys. Rev. 32. S. 515. 1928. 
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Das Schallfeld der kreisföormigen Kolbenmembran leis 
potential dort eine mit seinen Ableitungen bis zur zweiten — u 
Ordnung stetige Funktion der Winkelvariablen ist.!) Dies ist 
für die kreisférmige Kolbenmembran ohne Zweifel auf Kugel- 
oberflächen der Fall, deren Radius größer als der der Kolben- 
membran ist. Hierbei ist natürlich angenommen, daß der 
Strahler so idealisiert wird, daß die unendlich ausgedehnte 
starre Wand überflüssig ist. Es wird hierauf weiter unten 
eingegangen werden. Man kann dann Lösungen in größerer 
Nähe der Membran erhalten, wobei die Konvergenz der Reihen = 
nicht wesentlich schlechter ist, als für Punkte in größerer 
Entfernung. Auch kann man den Fehler, den man durch die 
gewählte Annäherung macht, leichter abschätzen, als es bei 
den vorher genannten Näherungslösungen möglich ist. 


2. Mathematische Formulierung 


Für die mathematische Behandlung hat man den Strahler : 
in der Weise zu idealisieren, daß man ihn als eine Schicht a 
von punktförmigen Quellen auffaßt, die in dem von der Mem- 
bran eingenommenen Stiick der Ebene dicht angeordnet sind, 
und zwar derart, daß die Ergiebigkeit pro Flächeneinheit kon- 
stant über die ganze Membranfläche ist. Durch diese Annahme 
wird die unendlich ausgedehnte starre Wand entbehrlich. Die 
Ebene der Membran ist augenscheinlich Symmetrieebene. Weiter 
erkennt man, daß die Mittelnormale der Membran Symmetrie- 
achse der ganzen Vorgänge sein muß. Die Entwicklung ver- - 
einfacht sich durch diese beiden Symmetriebedingungen dahin, 
daß nur Kugelfunktionen gerader Ordnung darin enthalten 
sein können, und daß es sich nur um zonale Kugelfunktionen, 
d.h. um die Legendreschen Poly nome hierbei handeln kann. 


E Die Lösung ist also anzusetzen in der Form: 


(2 eis: kr). 

Hierin ist: k = ——- =, wo ¢ die Schallgeschwindigkeit, ® 

die Kreisfrequenz der Membranschwingung bedeutet; r und Zu 


sind Polarkoordinaten, 1k r) ist die zweite Hankel- 


1) Vel. z. B. R. Courant u. D. Hilbert, Methoden der mathe- 
_ matischen Physik Bd. I, S. 422, Berlin 1924. 
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sche Zylinderfunktion von der Ordnung 2r + }. Die Größen a, 
endlich sind komplexe Konstante, die aus den Randbedingungen 
des Problems zu bestimmen sind. Auf die Ermittlung dieser 
Konstanten, die Funktionen von ko sind, wo 9 der Membran- 
radius ist, läuft die ganze zu behandelnde Aufgabe hinaus. 


3. Berücksichtigung der Randbedingungen 

Es handelt sich nunmehr darum, zu finden, welche der 
physikalisch gegebenen Randbedingungen zur Lösung zu ver- 
wenden sind. Die gegebene Bewegung der Membran kann 
hierfür nicht benutzt werden, weil die Membran innerhalb der 
Kugel mit dem Radius o liegt, wo nach dem oben Gesagten 
über die Konvergenz der Reihe (2) nichts ausgesagt werden 
kann. Wir müssen uns daher nach anderen Punkten um- 
sehen, in denen der Wert von p bekannt ist. Das ist auf 
den Punkten der Mittelnormalen der Fall. Hier ist): = 


wo v, die Geschwindigkeitsamplitude der Membran ist. Für 
die Punkte der Mittelnormalen sind die simtlichen Kugel- 
funktionen P, (cos #) in (2) gleich Eins. Setzen wir dann 
weiter für die zweite Hankelsche Funktion”): 

| H® (a) 3 ()—tR, 


(4) 
worin die Funktionen R die sogenannter n Lommelschen Poly- 
nome bedeuten: 
R = th (2n — Qu)! (=) 
(4a) 
t = 3 ( A n—2u—1 xr 
n-l,5 2 (n—2u—1)! (2u+1)! 


1) H. Backhaus u. F. Trendelenburg, Ztschr. f. techn. Phys. 7. 
S. 630. 1926. 

2) Vgl. z. B. N. Nielsen, Handb. d. Theorie d. Zylinderfunktionen, 
Leipzig 1904, S. 31f. ‘ad G. N. Watson, Bessel Functions, Cambridge 
1922, S. 294 ff. 
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so ergibt sich durch Vergleich von (2) und (3): a3 


2 
| -ikr (Vı+ & -ı) 
=e 


2 


1 = 


a 
B = — — — 
ist. Setzen wir: 
a, = a2, +1742,, > ~ 
ferner: 
co 
R ık= er... R 2 u, 2u0+1 
> ‘ 3 ? 
21,5 (kr) * 29—1, 5 \ (k 
aad 


worin natürlich eine Anzahl der Koeffizienten & verschwindet, 
und entwickeln die rechte Seite der Gleichung (5) nach Potenzen 
von 1 [k 


(V+ &-ı) Bs . Pr u— 
u= 


u=1 


so ergeben sich durch Koeffizientenvergleichung in (5) zwei 
‘Systeme von linearen Gleichungen für die Größen ag, und a}, : 


= für u=(0,1,2.- 


Die Größen 3 sind hierin ganze rationale Funktionen von ko. , 
Das zweite dieser Gleichungssysteme kann nur dann von Null 
verschiedene Lösungen für die a), haben, wenn die beiden 
‘ Systemen gemeinsame Determinante verschwindet. Man kann 
nun, wenigstens für eine endliche Anzahl von Gleichungen, 
durch Induktionsschluß leicht zeigen, daß dies Verschwin- 
den der Determinante einschränkende Bedingungen für die 
Größen 2 zur Folge haben müßte, die wegen der Eigen- 


oo 
00 
>’ 
az, u = 0 tür u = 0, ...00. 
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schaft dieser Größen als stetige Funktionen von ko unseren 


ser 


Voraussetzungen widersprechen. Wir können also setzen: 5: 


und demnach: 


Es ist also nach (2) und (3) für die Mittelnormale: — 


4 ık)=— So (e-ik VF _ e-ikr), 
2 


oder wenn wir die reellen und imaginären Teile trennen, unter 
Benutzung von (4): 


ık)=— (cos k Yr? + 9? — cosk r) 


(6) 
J (sink yr? + o? — sin kr). 


Die erste dieser beiden Gleichungen kann man zur Berech- 
nung der Funktionen a3,(ko) benutzen. Multipliziert man 


J_ ı (kr) 
2» + — 


nämlich beiderseits mit und integriert über r von 


kr 
0 bis oo, so fallen nach der Formel): 


1 \ 2 1 
r)J (krjdr= ~ —m) 
0 


n? — m? 2 * 
auf der linken Seite alle Glieder fort bis auf das Glied mit a’,. 


oc 
Da nun: fee dr= > ist?), so folgt für die Funk- 


tionen as,: 


J 
(7) az, (k | 


0 


1) G. N. Watson, a. a. 0. S. 404. 
a 2) Ebenda S. 405. 


| 
| 
a 
kr — cosk Yr?+ 0?) dr. 
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Wir wollen in Zukunft setzen: Hm 4A,,(k 9), also: 
2 
(4 a) 2v Q Vir 
(coskr — cosk Yr? + 0%)dr. 
E: 4. Lösung durch Reihenentwicklung 


Das Integral in (7) läßt sich in geschlossener Form lösen, 
wie wir weiter unten zeigen werden. Vorher wollen wir aber 
eine Reihenentwicklung von 4,, herleiten, die uns später nütz- 
lich sein wird. Nach dem Taylorschen Satz ist: 


oder }) 
2 art 22 J (V2), 
3 
und wenn man £=Kk?r?, h=k?o? setzt: 
re) 
Vz cosk yr +0? > er) 
= 
q = 1/2 ( 
ru 


worin B 

do, = 2 
! 2 
.u! (kr) 


ist. Das erste Glied der rechten Seite ist: 
J_ 1&9) = 


1) Vgl. z. B. E. Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln, Leipzig — 
und Berlin 1928. S. 165. 


| 4 
— vi 


also wird: ~ 


13% 2u 
coskr — cosk Vr’+ Vz (—1)" (k co 


[4 
(8a) 


Setzen wir dies in (7) ein und integrieren gliedweise, so er- 


halten wir Integrale von der Form: 
J. An J 


1 

f : dr= 1 (k 
(kr)* ke J 


0 0 


nde. 


4 =) Tw 


ılkriredr= 
Das Integral muß vermöge des Faktors /(u— v) im Nenner der 
rechten Seite verschwinden, solange uy ist. Es folgt daraus, 
daß die Entwicklung von As,(k o) nach Potenzen von ko erst 
mit (k o)?”+! beginnt. Für kleinere Werte von ko ist also 
Aa,(k 0) proportional zu (k g)?”+!. Das heißt: Die Funktion 
steigt mit ko um so langsamer zunächst an, je höher die Ord- 
nung 2» der Funktion ist, eine Eigenschaft, die auch von 
den Besselschen Funktionen bekannt ist, denen die Funk- 
tionen A», nahe verwandt sind. Wir finden dafür die Ent- 


Ao, (k = + 1) 


(9) 


(A+yv)(A—1)! (474+ 24-1)! 


4) Watson, a.a. QO. S. 401. 
= 


D> 
Pr 
5 
7 
x 
= 
te 
= 
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zn schreiten nun zur Auswertung des Integrals (7)}): 


5. Auswertung der Integrale 


1 kn 
(con ke — cook GI 

jij — (cos kr — cosk Yr ren 
ve 


1 (kr) 
2» +3 
(10) cos krdr 
und 
1 kr) 
29 +> 
Ver cos k Yyr’+o dr 
demnach: 
Ay, (kQ) 1 
(11) “hot L—>M, 
Es ist: 


Nun ist?): 
| = 


Also folgt fiir: 


lI 
® 
+ 

few 

| 


(12) L = —— 


Der Integrand in M ist eine gerade Funktion vonr. Man 


kann daher setzen: 


+o J (kr) 
Vkr 


1) Bei der Lösung dieses Integrals hat mich Hr. H. Kneser be- 
raten, wofür ich auch an dieser Stelle meinen besten Dank sagen 
möchte. 
2) G. N. Watson, a.a. 0. S. 404. 


ib 
q 

> 

x 

/ 
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Hierin wird eingesetzt: rar 


H. Backhaus 


kn + HO en). 


worin H'" und H die beiden Hankelschen Funktionen sind. 
Die Integration wird in der komplexen Ebene über einen Weg 


7 


erstreckt, der in Fig. 1 angedeutet ist. Es sei: a>c, c>o. 


Es ist dann: 
HV + 
1 -y + 
> dr 
2 ] kr 
dr 


1 29+ 5 
Ver 


Wenn man für das zweite Integral einen Weg wählt, der das 
Spiegelbild von dem in Fig. 1 abgebildeten in bezug auf die 
reelle Achse ist, so hat man ein Integral über einen ge- 
schlossenen Kreis um den Anfangspunkt mit dem Radius c 
hinzuzufügen. Also: 


der. 


2 
| 4 | +9 
| 
3 
- 
% 
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dr 
Vkr 


>. 1 (kr) cosk Vr? + g? 
1 
(13) | +> [ 


Vkr 


L hr) cos kV r* + 9° 
—dr 


= M,+M,+M,. 


Wir betrachten zuerst M, + M, und setzten fiir die einzelnen 
Funktionen in den Integranden die entsprechenden Reihen- 
entwicklungen ein, also: 


ig, 92 
(14) 


_ (-1)" y= 
Vkr n kr 


if, __9 
a kr (kr)? + 


Dr om > 
worin: | 
ai, W 


u 
ist. Ferner: Fr 


cos k Yr? +0? = - +e-ik vere) 


a 
| 
| 
v 
(-D’g,\ 
(kr)?” | 
| 3 
| | 
| 
eikr. cos k yr? + 0? = ik 
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Dann ist: 


-1’.i 2 
§ M, + M, =-  — lim | « 


Das zweite und dritte Integral lassen sich an Hand der Fig. 1 
und einer entsprechenden, wobei der Integrationsweg das 
Spiegelbild von dem in Fig. 1 abgebildeten in bezug auf die 
reelle Achse ist, leicht abschätzen. Sie bestehen nämlich aus 
einer Summe von Integralen von der Form: _ 


worin A ganze Zahlen = 1 sind. Für die Abschnitte von — 0 
bis —c und von +c bis +00 verschwinden beide Integrale, 
wenn man c beliebig groß macht. Auf den Abschnitten von 


— cbis A und von B bis +¢ ist der Integrationsweg < 34, 


während der Integrand dem Betrage nach eine beschränkte 

Funktion von r, dividiert durch c*, wird. Auf diesen Ab- 

schnitten sind also die Integrale dem Betrage nach < 27x 
c 


(beschränkte Funktion von r). Für den Abschnitt von Punkt A 


19, 
2 
- —— ~ (1+ 5% = ..)dr 
2 ik(2r+ 55+...) 
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schnitt zwischen den beiden Spiegelbildern dieser Punkte in 

bezug auf die reelle Achse ist der Integrationsweg < ac und, 

wie man leicht einsieht, der Integrand dem Betrage nach 
-2kd 


bis B in Fig. 1 bzw. für das zweite Integral für den Ab- u 
gis ;_ X (beschränkte Funktion von r); demnach sind die © 
c 


—2kd 
Integrale auf diesen Abschnitten dem Betrage nach < 


e 
x 


(beschränkte Funktion von r). Läßt man nun zunächst d be- 
liebig groß werden, so werden die Integrale über den Ab- 
schnitt 4 bis B beliebig klein; das gleiche gilt für die Inte- 
grale auf den Abschnitten — c bis A und B bis +c, wenne >d 7 
beliebig groß gewählt wird. Man erkennt also, daß die Inte- 
grale (15) sämtlich verschwinden, und es bleibt: 


1 1 ( ) 
1 2 4 u ky ( 
lo 

kr (1+ )ar 

Hierin setzen wir jetzt: r= m, =. =— = . Der Integrations- 


weg ist dann für das erste Integral zu nehmen, wie Fig. 2 
zeigt, für das zweite Integral über einen Weg, der das are 
bild zu dem in Fig. 2 gegebenen in bezug auf die reelle 
Achse ist. Wir haben dann, wenn wir gleichzeitig die Ex- 


ponentialfunktionen entwickeln: 


— 

- [SE (1+ -...)az] - 
— 
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Jedes dieser Integrale zerlegen wir in zwei Summanden; der 
Integrand des ersten ist: d2/z, der des zweiten eine reguläre 
Funktion von z. Geht man jetzt zur Grenze a—> 00 über, 
so verschwinden die Integrale über die regulären Funktionen 
von 2, und es bleibt: 

(- 


(16) M+M,= 
Weiter ist nach (13): 
4 (kr) cosk Vr? + 


Man erkennt leicht, daß die Reihenentwicklung (8) für 
cos k Yr? + 9? auch dann konvergiert, wenn man r und g 
miteinander vertauscht, also nach Potenzen von r entwickelt. 
Man hat dann: 


eikr cos k Yr? +o? =f, 
+ krtf,+ 


f,= (a, d, + a„-2d, + Au-4d, +.. a 


> 
| = 
| 
y (10) = 37 . 
5% 
WO? 


- 
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Setzt man dies, sowie die Entwicklung für 


1 
— 
Vkr 


aus (14) in (17) ein, so erhält man: . 


M,= § + f, — —...) = 
| 
+ kr (kr? (kr kr)?” dr, 
also: 


(18) M, E IF; + — + Jor 


s5 J (ke) 
>* 2a n= VF 5 (u- 


gh 1 
A=0 A=U A! 


(ke) 
Ordnet man nach Besselschen Funktionen wachsender Ord- 
nung, so wird: 


2y J 1 ko 2» 
2 J ı (ke) 2y 
> 
4=2 Qu .u! (ke 2 
u + + = 1 92, 


Die Teilsummen hierin lassen sich leicht auswerten. Es ist 


nämlich nach (14): 
(—1)4- g (2v — 1) 2» (2y + 1) (2v + 2) 


A=0 


= 41,1}. 


| 
D 
Jy (k 9) 
21-1! (kg)? 
u)! 
= 
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Dies ist eine hypergeometrische Reihe, die mit dem 2y-ten 
Gliede abbricht, und zwar werden durch diese Reihe die 
Legendreschen Polynome der Ordnung 2y für den Wert 
Null des Arguments dargestellt.) Es ist also: 


Weiter findet man: _ 


D (—1)*9, d? > 


i=2 
9 
=? 


= | _ = 


a’) 7 
= > P2, (2) = 
( 


1-3-5-+-(2» +3) 
+ ( 41279, — 2)! + 


Zu)!" u! 


1) Vgl. z.B. R. Courant nnd D. Hilbert, Methoden der math. 
Phys. Bd. I, S. 75. Berlin 1924. 


| 
| wh 
Af 
= 
2. {- 1+ yy _ a7) 
| 
er. 
| 
| 
> 
| 
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Demnach ist: 


co 


Q, =(— 


Q,, = 


Es ist also schließlich nach (11), (12), (16), (18): 


( 


1 
9 


A, , (ko) =(—1" (4v +1) 


1-3-5---Qy+2u—1) 


"ip — u)! 
u u . ut 
(k 0) 


6. Diskussion der Ergebnisse 


Nach der Formel (19) lassen sich die Funktionen A, , (k o) 
mit Hilfe der vorhandenen Tafeln für Besselsche Funktionen 
gebrochener Ordnung berechnen. Es sind übrigens, wie man 
sieht, elementare Funktionen, die durch rationale und trigono- 
metrische Funktionen des Arguments darstellbar sind. Um 
den Bau der Funktionen zu zeigen, seien die Ausdrücke für 
die Ordnung 0, 2 und 4 angegeben: 


A, (ko) = (1 — cos ko) 

5 1 
Ay ke) =— (1+ cosko- — sin ke- 


A,(ko)= 9 [1 — cos ko — 105 
8 


8 (ko)* 

15 105 
tko 8 (k 
9 


+ sin ko ( 


Annalen der Physik. 5. Folge. 5. 
> 


| 
Br 
(19) ? 
D 
| © 
> 
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In Fig. 3 sind die Beträge von A,, (ky) bis zur zwölften Ord- 
nung in Abhängigkeit von ko aufgetragen. Man kann hier- 
nach die Konfiguration der entstehenden Schallfelder nach der 
Entwicklung nach Kugelfunktionen in großen Zügen über- 
sehen. Für kleine Werte von ko, d.h. für Membranen, deren 
Radius klein im Vergleich zur Wellenlänge ist, ist das Schall- 
feld ähnlich dem eines Nullstrahlers. Mit steigender Frequenz 
tritt dann der Nullstrahler immer mehr zurück, während die 
Glieder höherer Ordnung immer mehr bemerklich werden. 


050 


Fig. 3 


Wenn man die Frequenz stetig steigert, so nähert sich für 
jeden speziellen Wert von ko das Schallfeld dem eines Kugel- 
strahlers bestimmter Ordnung an, während die niedrigeren 
Ordnungen schon wieder zurücktreten und die höheren sich 
erst allmählich bemerkbar machen. 

Um die Verhältnisse besser zu veranschaulichen, sind in 
Fig. 4 als Ordinaten aufgetragen die absoluten Beträge von 
A,,(ko) und als Abszissen die Ordnungszahlen 2». Der 
besseren Übersichtlichkeit wegen sind die Ordinatenwerte unter- 
einander durch Kurven verbunden. Diese Kurven würden 
dann die Abhängigkeit der 4A,, von der Ordnung für die 


konstanten Argumente ko =5,8,11,17 darstellen, obgleich 
ar 25, 


a 
| 
| 190 Gana 
| 
| 
TEXLD 
| — 
0 2 8 70 2 hg 
| 
E 


[Au 


“a 


Das Schallfeld der kreisförmigen Kolbenmembran 9 7 


= 


diese Funktionen bisher nur für ganzzahlige gerade Ordnungs- 
werte definiert sind. Man erkennt jedenfalls aus der Figur, 


Maximum bei einer um so höheren Ordnung liegt, je größer 


bei gleichem Membranradius die Frequenz ist. Bemerkens- ur 
wert ist ferner das Teilmaximum bei niederen Ordnungszahlen. 
|? 
A, 
| A, [N | 
15+ AM IN / 
| \ 7 
10 
/ \ 


[7 é é 
Fig. 


00 
> 
| g=00 > (k 0) 3 (kr) sin (ot kr) 


, 2 = 


ı (kr) cos (@t — kr) 


g=-—1,0 / Az, (k 9) ‘J 1 (kr) sin wt 
os had Vir 5 re 


+J (kr) cos ot] 


-2r- 


¥ ffizient 
- lutes 
/ 
ze; 
\ 
N 
6 7 
> 
Nach (2) und (4) wird: 
(20 
= — 2 B.2 
g= oe] V 1 2 sin (we 7 W), 
- 
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worin: 
B = > A, , (kg) P,, (cos 
y=0 
B, = > A,,'ko)P,, (cos 0) J 
und 
i+) 
Nach dieser Formel kann man das Geschwindigkeits- 


potential und damit Druck und Geschwindigkeit nach Amplitude 
und Phase in jedem Punkt des Schallfeldes berechnen, der 
außerhalb einer Kugeloberfläche mit dem Radius o und dem 
Anfangspunkt als Mittelpunkt liegt. Hierbei zeigt es sich, 
daß die Güte der Konvergenz der Reihe hauptsächlich durch 
die Größe von ko, d.h. durch die Größe des Membranradius 
im Verhältnis zur Wellenlänge beeinflußt wird, während die 
Größe des Aufpunktabstandes r vom Membranmittelpunkt 
keinen erheblichen Einfluß auf die Güte der Konvergenz hat. 
Je höher bei konstantem Membranradius die Frequenz wird, 
um so mehr Glieder müssen in der Entwicklung (20) berück- 
sichtigt werden, wie ja auch aus der Fig. 4 hervorgeht. 

In den Diagrammen der Figg. 5, 6 und 7 ist die Amplitude 
des Geschwindigkeitspotentials: VB?+B2 in Abhängigkeit 
von + in Prozenten der Maximalamplitude aufgetragen, 
und zwar: 
= in Fig.5 für kr 
in Fig. 6 für kr 


in Fig. 7 für kr = 


10, ko= 5, 
10, k 0 
20, ko 


5, 


23. 


Ferner sind in Fig 8 für den Fall k 20, ko=17 die 
(Größen B, und B, selbst und der Phasenwinkel w in Ab- 
hängigkeit von «+ angegeben. 

Für die in den Figuren darstellbare Genauigkeit sind in 
den Reihenentwicklungen 3, bzw. 5, bzw. 10 Glieder zu be- 


~ 


riicksichtigen. In Fig. 5 und 6 sind ferner als gestrichelte 
Kurven die nach der Airyschen Beugungsformel in der 


Stenzelschen Form ermittelten Amplituden eingetragen. 


+ 
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= ‘= = 
20 99 G8 G7 WG AY OW BWIN 
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Dieser Formel lag, wie bereits erwähnt, die Annahme zugrunde, 
daß der Aufpunkt so weit von der Membran entfernt ist, daß 
die Verbindungslinien zu den verschiedenen Membranpunkten 
als parallel angesehen werden können. Im Falle der Fig 5 
ist die Übereinstimmung zwischen beiden Kurven für größere 
Amplitudenwerte recht gut, obgleich in diesem Fall der Auf- 
punktsabstand nur gleich dem doppelten Membranradius ist. 
Bei kleineren Amplituden ist der Unterschied aber doch recht 
beträchtlich. Allgemein liegen die wirklichen Abweichungen 


— 


WW $0 8 70 


Fig. 8 


von der Airyschen Beugungsformel in folgendem: Nach dieser 
Formel, die ja in beliebig großem Abstand von der Membran 
streng gültig wird, muß bei größeren Werten von ko für 
um so zahlreichere Werte von :#, je größer ko ist, die 
Amplitude verschwinden. Wir sehen, daß das für endliche 
Aufpunktsabstände nicht der Fall ist. 

Noch weniger günstig ist die Übereinstimmung in Fig. 6, 
die für noch geringeren Aufpunktsabstand im Verhältnis zur 
Membrangröße gerechnet ist; hier haben die beiden Kurven 
nur noch entfernte Ähnlichkeit miteinander. Schließlich ist 
in Fig. 7 ein Fall gewählt, bei dem wir uns auf der Mittel- 
normale in der Nähe eines absoluten Minimums befinden, wo 


| 
| AIR a ur | 
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vollständige Auslöschung eintritt. Wir sind hier nach optischen 
Analogien nicht mehr im Gebiet der Fraunhoferschen . 
Beugungserscheinungen, sondern haben vielmehr Resultate zu 
erwarten, die etwa den Fresnelschen Beugungserscheinungen 
entsprechen. In diesem Fall ist die aus der Airyschen 
Beugungsformel hervorgehende Kurve nicht eingezeichnet, da — 
man von vornherein keinerlei Übereinstimmung erwarten kann. 


7. Die Airysche Beugungsformel als erste Näherung 
Wir wollen nunmehr feststellen, durch welche Annäherung 
aus der hier gegebenen Rechnung die Airysche ae 
formel herzuleiten ist. Man wird daraus dann auch eine 
bessere Fehlerabschätzung gewinnen können, als dies aus der 
direkten Ableitung der Airyschen Beugungsformel möglich ist. 
Aus den Definitionsgleichungen für die Lommelschen 
Polynome (4a) erkennt man, daß für große Werte des 


Arguments: 
R 1 (kr) =(— 1), R 3 (kr) =0 
29,5 2r — Lys = 


ist. Setzt man dies in (20) ein, so läßt sich die Reihe © 
summieren. Wenn man nämlich gleichzeitig den Wert von 
A,,(k o) aus (7) einsetzt und die Reihenfolge von Summe und 


Integral vertauscht, so erhält man: 


oo 
2 2v, cos (wt — kr) f cos kr, — cos kV + 
er Vkr, 


kr 
. >(- ly (2 y+ 1 (kr,) P,, (cos #dr,. 
v=0 
Die Integration ist hierin, wie auch früher, über Werte von r — 
auf der Mittelnormalen der Membran zu erstrecken; diese 
Werte sind hier für den Augenblick mit r, bezeichnet, um Ver- 
wechslungen mit dem allgemeinen Radiusvektor r zu vermeiden. 
Es ist nun’): 


= cos (kr, cos #). 


1) N. Nielsen, Handb. d. Theorie d. Cylinderfunktionen, Leipzig 
1904, S. 277. 


= 
. 
= 
(— 
. 
can 
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= 
2 cos (@t — kr) 
&- = cos (kr, cos ı#) 
cos kr, — ceoskyYr,? + od)dr,. 


.y > q 
cos (kr, cos N= \/ 


tole 


(kr, cos 
und nach (8): 


cos kr, — cos k 


oo J 1 (kr,) 
#75 
=1 lo > 
(kr,) 
so wird: 


= ur 2u —— 


u 


= (kre) 1 (k cos - 


Für dies Integral finden wir bei Watson }): 


oJ i(k.) J_ 1 (k cos & + 
: dr 


„u—l 0 
N, 


Wenn wir diese hypergeometrische Reihe als Potenzreihe von 
> cos? + hinschreiben, so erkennen wir, daß sie mit dem Gliede 
der Ordnung #«— 1 abbricht, und wir erhalten nach dem 
binomischen Satze: 
1 


1 
RA (1 — COs? DE 


1) G.N. Watson, a.a. O., S. 401. 


44 
| 
' 
| 
ne 
— dr. 4 
— 
(4 — 3 1. cos? $). 
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as ergibt: 

oo J (kr) J _ ten) 

d an N 2 
V eos 
und: 


co 
0°’v, cos (at — kr) = (— 1)"(ko sin 9)? 4-7 
r — 1)! 


Wenn man in der Summe p = » +1 setzt, so ergibt sich 
nach einfacher Umformung: 


co 9, 
e*v, cos (wt — kr) 1 > (— 1” (ko sin 9)’ 


r 2°” +1)! 


bho 


=V 
und hierfür kann man schreiben '): 


pa 0° Up J, (kg sin 
(21 kosin & 


cos (wt —kr), 


und damit haben wir einen Ausdruck erhalten, der der 

Airyschen Beugungsformel in der Stenzelschen Form?) ent- 

spricht. Man kann also im einzelnen Fall aus der Größe 

der Lommelschen Polynome s(kr) und 


in Verbindung mit den Entwicklungskoeffizienten A, ,(k o) den 
Fehler abschätzen, den man bei Anwendung der Airyschen 
Beugungsformel begeht. 

Für die Funktionen A, (x) ergibt sich aus (20) und (21) 
folgende Beziehung: 


oo 

J, (x sin 9) 
1 (2) P,, Cos 9) = 


sin + 


Fiir die Ermittlung der Phasenbeziehungen im Schallfeld 
eignet sich die Formel (21) weniger; denn hiernach dürften 
auf einer Kugeloberfläche nur Phasenwinkel auftreten, die um | 
180° voneinander verschieden sind. Aus der Kurve der Fig. 8, 
die die wirklichen Verhältnisse angenähert wiedergibt, sehen 


wir aber, daß das keineswegs der Fall ist. oe a 
1) Vgl. z.B. E. Jahnke u. F. Emde, a. a. O., S. 90. 


2) H. Stenzel, a.a. O., S. 251. 7 a 


| 
| 
| 
ee 


8. Berechnung der abgestrahlten Leistung 

Wir wollen schließlich noch unsere Resultate benutzen, 
um die Leistung zu berechnen, die insgesamt von der Kolben- 
membran abgestrahlt wird. Die Leistung, die durch eine die 
Schallquelle einschließende Kugeloberfläche hindurchtritt, ergibt 
sich dadurch, daß man die Druckänderung in einem Punkt 
der Kugeloberfläche mit der entsprechenden Normalgeschwindig- 
keit multipliziert und über die Kugel integriert. Es ist also 
die mittlere Leistung in einer Periode: 


L - fatffor- zen sin w. 


Darin ist T die Periodendauer, dp =— so die Druck- 
änderung, s die Luftdichte, 2? die Normalgeschwindigkeit, r, 


or 
g und y räumliche Polarkoordinaten. Vorstehendes Integral 
hat Lord Rayleigh) ausgewertet. Man kann das aber mit 
den von uns eingeführten Bezeichnungen formal vielleicht 
noch etwas übersichtlicher machen, wie im folgenden angedeutet 
werden soll. Setzt man nämlich: 


( ı kr) 
| =f,,(kr) =a, (kr) +18, (kr) 
(22) und 
1 
is = Fy, (kr) = (kr) (kr), 


so findet man nach (2) die reellen Anteile von $ und Og/dr 
leicht: 


oo 


Re (p) = — w az, P,,(cos #) (a, cos wt — sin wt) 


3 oo 
= 9 > si A . 
Re ay, Ps, (cos 9) sin wt + £5, cos wt) 
v=0 
Wenn wir jetzt das Integral: ff Pp a r? sin #ditdy über 


die Kugeloberfläche bilden, so ist die Integration über von 


1) Lord Rayleigh, Theory of Sound, Bd. II, § 327. 


| 
= 
f 
ty 
— 
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0 bis 2a zu erstrecken, liefert also den Faktor 272. Die Inte- | 
gration über geht von 0 bis a; setzt man also für den — 
Augenblick cos 4% = 2, so ergeben sich, wenn man das Pro- 2 


dukt ¢ —* bildet und gliedweise integriert, Integrale von der 


a, 


2u 


[P, ‚(cos 3) P, (cos sin td = [P,,@ P 


0 


und diese Integrale verschwinden auf Grund der bekannten 
Orthogonalitiitseigenschaften der Legendreschen Polynome u 
sämtlich für » + u und ergeben für » = u den Wert: a ae 
Ähnliche Orthogonalitätsbeziehungen gelten für die Kreisfunk- 
tionen; es fallen also bei der Integration über t die Glieder | 
mit sin wt cos wt fort, während die Glieder mit sin? wf und. 
cos? wt den Faktor 4 ergeben. Man erhält also: 


s= 


Nun findet man aus (22) leicht mit Hilfe der bekannten Be- 
ziehungen zwischen den Hankelschen und den Besselschen © 


Funktionen: 
J ı kr) J 1 (kn) 
a,, (kr) Vkr r) Vkr 
ab, (kr) = 1 (FF) —kr 
(kr) = ı kn) 2 en]. 


Es wird also: 


022, Bs, + 3 (k r) J i(k r) 


co ” 9 

2 2» P 

L=—s-2aor (2, Bo, — 


| 
u 
| 
= 
~ 
= 
| | 
= 
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nach einer bekannten Formel für Besselsche Funktionen.') 
Schließlich kommt also: 


co a” 2 


r=0 


L=4se 


Eine Summierung dieser Reihe mit Benutzung der Formel (19) 
erweist sich als untunlich, weil bei Zusammenfassung nach 
Besselschen Funktionen gleicher Ordnung die einzelnen Teil- 
reihen nicht konvergieren. Wir müssen daher auf die Reihen- 
entwicklungen (9) zurückgreifen. Wir wollen uns damit be- 
gnügen, das Resultat, das schon anderweitig bekannt ist, durch 
Berechnung der ersten Glieder der resultierenden Reihe ohne 
strengen Beweis zu verifizieren. Das ist deshalb leicht mög- 
lich, weil, wie wir oben gesehen haben, die Reihen für die 
Funktionen a, mit um so höheren Potenzen beginnen, je höher 
die Ordnung 2» ist. Für die ersten Glieder der resultierenden 
Reihe tragen al-o nur wenige Teilreihen bei. Wir finden so: 


co 
> [Ro (k o)* (k 0)° (k 0)° 
In gleicher Weise beginnt die Reihenentwicklung von: 1- “1)""®. 


kg 
Demnach ist also die gesamte von unserer Kolbenmembran 
abgestrahlte Leistung: 


J, Qk 


ky 


L=cs2o?v,? 1 

Aus der von Rayleigh aufgestellten Kraftgleichung für die 
kreisförmige Kolbenmembran kann man die abgestrahlte 
Leistung leicht unmittelbar errechnen.?) Man erhält die Hälfte 
des hier ermittelten Wertes. Das wird dadurch verständlich, 
daß wir es ja hier mit einem idealisierten Strahler zu tun 
haben, der nach beiden Seiten strahlt, während der Berech- 
nung von Rayleigh nur das Schallfeld auf einer Seite einer 
unendlich ausgedehnten starren Wand, in der die Membran 
angeordnet ist, zugrunde liegt. 

1) E. Jahnke u. F. Emde, Funktionentafeln, S. 165. 

2) Lord Rayleigh, Theory of Sound, Bd. II, § 302 und Geiger- 
Scheel, Handb. d. Physik, Bd. VIII, S. 115, Berlin 1927; vgl. auch 
H. Riegger, Wiss. Veröff. aus dem Siemenskonzern, Bd. III2. S. 67. 
1924. 
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9. Experimenteller Teil 

Es wurde der Versuch unternommen, festzustellen, inwie- 
weit sich die in den Figg. 5, 6, 7 angegebenen Richtwirkungs- 
diagramme mit den vorhandenen Mitteln experimentell be- 
stätigen ließen. Hierfür stand als Schallquelle zur Verfügung 
ein Großblatthaller, für dessen Überlassung ich der Firma 
Siemens & Halske zu Dank verpflichtet bin. Das Aufnahme- 
mikrophon mußte klein gewählt werden, um punktweise Auf- 
nahme im Schallfeld möglichst weitgehend anzunähern. Es 
wurde hierzu ein kleines Kondensatormikrophon mit den äußeren 
Abmessungen: 2,1 cm Durchmesser, 1,0 cm Tiefe verwandt; die 


a Bi 


7— = / KM 


9 


RD HS 


wirksame Aufnahmefläche des Mikrophons hatte 1 cm Durch- 
messer. 

Die Erregung des Lautsprechers erfolgte durch einen 
Schwebungstonsender (S), hinter dem zur Unterdrückung der 
Obertiéne eine viergliedrige Drosselkette (DX) mit variablen“ 
Kondensatoren zur Einstellung verschiedener Grundfrequenzen 
angeordnet war. Über ein Potentiometer zum Einstellen der 
erforderlichen Lautstärke ging es über einen vierstufigen Ver- 
stärker (V,) mit einer Endstufe, bestehend aus zwei parallel 
geschalteten RV-218-Rohren, zum Großblatthaller (Bl). Die 
Schaltung ist in Fig. 9 angegeben. Das Kondensatormikro- 
phon (KM) befand sich in der von Riegger!) angegebenen 


1) H. Riegger, Wiss.  Veröff. a. d. Siemens- ‚Konzern, Bd. 3, H. 2, 
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bekannten Hochfrequenzschaltung (HS) mit Hochfrequenzsende- 
rohr und Gleichrichterrohr. Die hieraus entnommenen nieder- 
frequenten Ströme wurden nach Verstärkung in einem fünf- 
stufigen Widerstandsverstärker (V’,) mit einem geeichten Röhren- 
detektor (RD) gemessen. 

Die Aufnahme fand in einem Raume statt, dessen Wände, 
Decken und Boden stark mit schallabsorbierenden Körpern 
zur Vermeidung von Schallreflexionen verkleidet sind. Die 
Anordnung wurde so getroffen, daß der Teil des Raumes, in 
dem das Mikrophon sich befand, vollständig von dem anderen 
Teil durch eine Wand getrennt wurde. In einen entsprechen- 
den Ausschnitt der Wand wurde der Großblatthaller eingefügt, 
Die Konstruktion dieses Lautsprechers und die Notwendigkeit, 
die wirksame strahlende Fläche auf einen Kreis zu beschränken, 
brachte es mit sich, daß die Membran dann nicht in der 
Ebene der Wand, sondern etwa 1,5 cm dahinter lag. In dem 
eigentlichen Aufnahmeraum vor der Wand befand sich bei der 
Messung nichts als die beschriebene kleine Mikrophonkapsel; 
auch die Hochfrequenzschaltung stand hinter der Wand. Als 
Material für die Waud wurde feste Pappe von 0,5 cm Stärke 
gewählt. Die Wand ist dann keineswegs als starr anzusehen, 
wie den Voraussetzungen entsprochen hätte, und es war des- 
halb damit zu rechnen, daß sich infolge dieses Mißstandes 
Abweichungen von den nach der Theorie zu erwartenden Resul- 
taten ergeben würden. Es zeigte sich aber, daß, wenigstens 
bei niedrigeren Frequenzen, Schwingungen von dieser Papp- 
wand nur von den dem Lautsprecher unmittelbar benachbarten 
Teilen merkbar ausgingen, was durch geeignete Maßnahmen 
eingeschränkt werden konnte. 

Entsprechend der Größe der Blatthallermembran von 
53 x 53 cm wurde der Radius der wirksamen strahlenden 
Kreisfläche o= 25 cm gewählt. Man erhält dann entsprechend 
den Annahmen, die den Figg. 5, 6 und 7 zugrunde liegen: 
fir kr=10, ky= 5: k=0,2, n= 1082 Hertz, r = 50cm 

für kr=10, kg= 8: k= 032, = = 1733 Hertz, r = Sl em 

für kr = 20, ko =17: = 0,68, n = 3680 Hertz, r = 29cm. 


| 


Unter diesen Bedingungen wurden die Messungen vorgenommen, 
deren Resultate in den Figg. 10, 11, 12 aufgetragen sind. 
Es sind hier nur die Messungen in einem Quadrant wieder- 
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gegeben. Es zeigte sich nämlich, daß die Mittelnormale der 
Membran tatsächlich als Symmetrieachse angenommen werden 
kann; insbesondere hatten die Unsymmetrien, die in der Wel- 
lung der Membran liegen, keinen Einfluß auf die Messungen. 
Die gestrichelten Kurven sind die theoretisch ermittelten. Die 
eingezeichneten Meßpunkte der experimentell gefundenen Kurven 
wurden durch Mittelung über mehrere Meßreihen gewonnen. 
Als Beispiel dafür sind die Werte der sechs Meßreihen, die 


7 = 3680 HZ 
IEMESS. 
MMEOR ——— 


der Fig. 11 entsprechen, in folgender Tabelle zusammengestellt. 
Die einzelnen Meßreihen sind voneinander unabhängig; es 
wurden darin jedesmal die Werte für + =O auf Eins redu- 
ziert. Die verschiedenen Messungen an den gleichen Punkten 
streuen etwas, was wohl zum Teil darauf zurückzuführen ist, 
daß die Genauigkeit der örtlichen Aufstellung des Mikrophons, 
das an Drähten aufgehängt wurde, nicht sehr groß war. Außer- 
dem lassen sich bei der Umstellung des Mikrophons Änderungen 
der Kapazität der Zuleitungen zum Mikrophon auch bei größter 
Sorgfalt nicht ganz vermeiden. Da die Kapazität des ver- 
_wendeten Mikrophons nur klein ist, in Größenordnung von 
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Tabelle 1 


9 MeBreihe Nummer Mittel- 
| 1 2 | 3 | 4 | 5 6 wert 
0 | 100 | 1,00 | 100 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 
5 0,945 | 0,940 | 0,962 | 0,934 0,960 | 0,967 0,951 
10 0,812 | 0,842 0,862 | 0,853 0,827 | 0,860 0,843 
15 0,638 | 0,654 0,712 | 0,669 0,724 | 0,725 0,687 
20 | 0,508 | 0,522 0,577 | 0,567 0,575 | 0,575 0,554 
25 | 0,391 | 0,404 0,435 | 0,405 0,433 | 0,433 0,417 
30 | 0,326 | 0.368 | 0,385 0353 0378 0383 | 0,365 
35 0,326 | 0,382 0,369 | 0,353 0,37 0,392 0,365 
40 0,326 | 0,342 | 0,354 | 0,338 0,370 | 0,367 0,349 
45 | 0315 | 0331 | 0338 | 0.324 0,347 | 0333 | 0,331 
50 0,261 | 0,294 0,308 | 0,294 0,315 | 0,325 0,299 
55 0,212 | 0,228 0,231 | 0,221 0,252 | 0,233 0,229 


60 | 0.176 | 0.184 | 019 | 0181 0,205 | 0,217 | 0.193 
65 | 0156 | 0184 | 0177 | 0,169 0158 | 0175 | 0.170 
7 0143 | 0162 | 0154 | 0140 0,142 | 0133 | 0.146 
75 | 0130 | 0147 | 0146 | O147 0. 

so | 0124 | 0118 | 0123 | 0,140 | 0. 
85 | 0,124 | 0,140 0,146 | 0,118 | 0,14 
90 | 0130 | 0,147 0169 | 0140 | 0 


einigen Zentimetern, kann dessen Empfindlichkeit hierdurch 
etwas geändert werden. 


Die Übereinstimmung, die mit den theoretisch gewonnenen 
Kurven schließlich erzielt werden konnte, ist für die Verhält- 
nisse, die der Fig. 10 zugrunde liegen, als gut zu bezeichnen. 
Bei diesen Aufnahmen zeigte es sich, daß eine Verzerrung 
der erhaltenen Kurve durch die Wirkung eines Tones eintrat, 
der durch Ungleichförmigkeit der zur Speisung der Magnet- 
erregung des Blatthallers verwendeten städtischen Netzspannung 
entstand. Das wurde natürlich nur dadurch möglich, daß der 
Meßton zur Vermeidung von Übersteuerungen sehr leise ge- 
halten wurde. Bei Erregung aus einer Akkumulatorenbatterie 
verschwand diese Störung, und es wurden die gezeichneten 
Kurven erhalten. Die Druckamplituden, die in der Nähe der 
Wand gemessen wurden, d.h. für Werte von , die zwischen 
70° und 90° lagen, zeigten die größte prozentuelle Abweichung. 
Das rührte augenscheinlich davon her, daß die Pappwand durch 
mechanische Übertragung in der Nähe des Lautsprechers mit- 
schwang. Es wurden dann zunächst Resultate erhalten, wie 
sie die punktierte Kurve zeigt. Durch Belastung der Wand 

Annalen der Physik. 5. Folge. 5. 5 
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an mehreren Stellen in der Nähe des Lautsprechers konnte 
dieser Effekt beseitigt werden. 

Schon bei den Messungen zu Fig. 10, stärker aber noch 
bei denen zu Fig. 11 trat die Schwierigkeit zutage, die darin 
lag, die wirksame strahlende Fläche des Blatthallers, die ja 
bekanntlich quadratisch ist, auf eine Kreisfläche zu reduzieren. 
Es wurde zunächst versucht, die abzudeckenden Teile der Mem- 
bran hinter dem Pappschirm durch Filz zu bedecken und hier- 
mit, natürlich ohne die Membran wesentlich zu belasten, die 
entstehenden Hohlräume auszufüllen. Trotzdem wurde noch 
aus diesen Höhlungen eine merkliche Energie abgestrahlt. Das 
Resultat einer solchen Messung gibt die punktierte Kurve in 
Fig. 11. Dies konnte nur dadurch beseitigt werden, daß die 
Öffnungen zwischen Membran und Pappwand durch Glaserkitt 
in feuchtem, ungehärtetem Zustand verklebt wurden. Die so 
erhaltenen Resultate stimmen mit der theoretischen, gestrichelten 
Kurve recht gut überein. 

Bei den Aufnahmen, die mit der Frequenz 3680 Hertz 
gemacht wurden, konnte mit den verfügbaren Mitteln eine 
solche Übereinstimmung nicht erzielt werden. Die erhaltenen 
Kurven, Fig. 12, zeigen zwar auch, daß die Druckschwankungen 
auf der Mittelnormalen in dem gewählten Abstand kleiner sind 
als zu beiden Seiten der Mittelnormalen. Die gemessene Kurve 
hat aber statt des zu erwartenden tiefen Minimums hier ein 
Teilmaximum. Die anderen Maxima sind zum Teil etwas ver- 
schoben. Dieser Befund deutet darauf hin, daß die Maßnahmen 
zur Verhinderung der Schallübertragung von den abgedeckten 
Teilen der Membran nicht mehr ausreichend waren. Auch 
war es hier nicht mehr möglich, die Wirkungen des Mit- 
schwingens von Teilen der Pappwand so weit herunterzudrücken 
wie bei den anderen Messungen. Wenn die Wand gar nicht be- 
schwert wurde, ergaben sich allerdings noch größere Verzerrungen 
für Werte von #* zwischen 70 und 90°, ähnlich wie in Fig. 10 
angedeutet. Zu erwägen ist auch die Möglichkeit, daß die Mem- 
bran hier nicht mehr streng konphas geschwungen hat, daß sich 
vielmehr eine gewisse Unterteilung auf der Membran eingestellt 
hat, derart, daß einzelne Stücke Phasendifferenzen gegeneinander 
bei ihrer Schwingung hatten. Diese letzte Möglichkeit soll durch 
besondere Versuche noch eingehender geklärt werden. ian 


| 
| 


Das Schallfeld der kreisförmigen Kolbenmembran 35 


Zusammenfassung 


Das Problem der Berechnung des Schallfeldes einer kreis- 
förmigen Kolbenmembran, die in einer unendlich ausgedehnten 
starren Wand schwingt, wird als Eigenwertproblem aufgefaßt 
und das Geschwindigkeitspotential in jedem Punkt des Schall- 
feldes außerhalb einer Kugel mit einem Radius gleich dem 
der Membran durch Entwicklung nach Eigenfunktionen, d.h. 
nach Kugelfunktionen, berechnet. 

Die Entwicklungskoeffizienten werden als Funktionen der 
Wellenlänge und des Membranradius dargestellt, und zwar 
einmal als unendliche Reihen und zweitens in geschlossener 
Form. 

Die für Aufpunkte in großer Entfernung gültige Airy- 
sche Beugungsformel wird als erste Annäherung aus dem all- 
gemeinen Resultat abgeleitet. Ferner wird die insgesamt von 
der Membran abgestrahlte Leistung berechnet und gezeigt, 
daß das Resultat mit dem auf anderem Wege von Lord Ray- | 
leigh erhaltenen übereinstimmt. 

Schließlich werden Ergebnisse von Versuchen mitgeteilt, 
die unternommen wurden, um die theoretisch gefundenen Richt- 
wirkungsdiagramme experimentell zu bestätigen. 


Ich danke der Notgemeinschaft der Deutschen Wissen- 
schaft für die Bereitstellung von Apparaten und dem Elektro- 
Physikausschuß der Notgemeinschaft für die Mittel zur Be- 
soldung einer technischen Hilfskraft. 

Greifswald, Physikalisches Institut der Universität, 
Februar 1930. 

Eingeg: 9. März 1930) 
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Quantitatives 
zur Theorie der homöopolaren Bindung!) 


Von M. Delbrück 


(Mit 2 Figuren) 


Verschiedene Austauschintegrale der Heitler-London schen 
Theorie der homöopolaren Bindung werden quantitativ untersucht und 
ihr analytischer Charakter wird studiert. Die Bindung von Li, wird 
untersucht. Die Verkleinerung der Bindungsenergie gegenüber H, ist 
ausschließlich darauf zurückzuführen, daß die Bindungselektronen 
2s-Elektronen sind. Die Abstoßung der K-Schalen ist zu vernach- 
lässigen. 

Die quantenmechanische Theorie der chemischen Bin- 
dung?) löst ihre Aufgabe auf folgende Weise: Zwei Atome, die 
sich in großem Abstand in wohldefinierten Quantenzuständen 
befinden, stellen, als ein System betrachtet, einen mehrfach 
entarteten Zustand dar. Beim Zusammenführen der Atome 
spaltet diese Energieentartung auf. Die Stärke der Auf- 
spaltung mißt die Stärke der chemischen Bindungen und Nicht- 
bindungen. Die Durchrechnung des Problems zerfällt in zwei 
Teile. Einen gruppentheoretischen und einen analytischen. 
Der gruppentheoretische ist allgemein und ohne Vernach- 
lässigung stets durchführbar. Er liefert qualitativ viele Züge, 
die aus der Chemie bekannt sind, so daß man annehmen 
möchte, hier die sachgemäße Erklärung, z. B. der Elektronen- 
paarvorstellung gefunden zu haben. Allein, um dies zur Ge- 
wißheit zu machen, bedarf es mancher Voraussetzungen über 
die vorkommenden Energiegrößen, die sogenannten Austausch- 
integrale, und da diese nur mühsam oder gar nicht zu be- 
rechnen sind, hat man sich bisher mit Analogieschlüssen zum 


l) Gekürzte Göttinger Dissertation. 
2) Vgl. den zusammenfassenden Bericht von W. Heitler, Phys. 
Ztschr. (im Erscheinen). 
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H, begnügt. In der vorliegenden Arbeit wird daher der Ver- 
such gemacht, diese Voraussetzungen an einem weiteren Bei- 
spiel, Li,, zu prüfen und in den Anhängen werden Einzel- 
heiten über den analytischen Charakter der Austauschintegrale 
vorgeführt. Das numerische Ergebnis bestätigt die bisherigen 
Vermutungen, abgesehen davon, daß der Einfluß der K-Schalen — 
noch kleiner ist, als man wohl annahm. Die analytische Unter- 
suchung zeigt jedoch gerade das Gegenteil: die Übereinstimmung 
kommt, nach der eingeschlagenen Methode (die genau das 
Schrödingersche Verfahren darstellt), in ganz undurch- 
sichtiger Weise zustande, so daß keinerlei Verallgemeinerung | 
erlaubt scheint. Es läßt sich zurzeit noch nicht sagen, ob 
dies bloß am Verfahren zur Ausrechnung der Integrale liegt, 
oder ob uns wirklich noch wesentliche Gesichtspunkte zur 
theoretischen Erfassung der Valenzchemie fehlen. 

Es empfiehlt sich, sich zunächst im Anhang I mit dem 
Bezeichnungsschema der Funktionen und Integrale vertraut — 
zu machen. 

Hrn. W. Heitler danke ich bestens für die Anregung 
und Einführung in das Problem, sowie ihm und Hrn. Prof. 
Born für wertvolle kritische Hilfe bei der Herstellung des 
Manuskripts. 


; § 1. Die Berechnung des Li-Atoms 


Wir betrachten den speziellen Fall des Li, im Grund- 
zustand. Wir würden die Stérungsenergie, die der chemischen 
Bindung entspricht, nach London!) getrennt von der inner- 
atomaren Wechselwirkungen erhalten können, wenn wir die — 
Eigenfunktionen der fertigen Atome geschlossen hinschreiben | 
könnten. Dies ist nicht möglich. Gehen wir dagegen mit 
Heitler?) von dem Fall aus, daß wir auch im Atom die 
Wechselwirkungen der Elektronen ganz vernachlässigen, so 
sind wir sehr weit von der wahren Lösung entfernt, die — 
Näherung wird entsprechend ungenau und die vergleichsweise 
kleine Bindungsenergie geht ganz verloren. 

Wir müssen daher zunächst das fertige Atom möglichst ein- — 


fach approximieren. In dieser Richtung sind von verschiedenen _ 


1) F. London, Ztschr. f. Phys. 46. S. 455. 1928. : 
2) W. Heitler, Ztschr. f. Phys. 47. S. 835. 1928. 7 7 
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Autoren zu verschiedenen Zwecken Versuche gemacht worden. 
Die meisten davon sind nicht handlich genug, um nachher im 
Molekül die wirkliche Durchführung zu gestatten. Schließlich 
erwies sich der folgende Weg als gangbar, der an das klassische 
Bild der Abschirmung anknüpft und von Hylleraas in ähn- 
lichem Sinne verwandt wurde. Zunächst müssen wir die 
analytische Formulierung dieses Gedankens finden. 

Wir beginnen mit einem Atom der Kernladung Z und zwei 
Elektronen. Der Energieoperator ist): 


1 
Hierin wird gewöhnlich das Glied — 7 ae als Störungsglied 
a 12 


H, genommen, da sich der Rest H, separieren und einzeln 
explizit integrieren läßt. Diese Störungsfunktion ist dauernd 
negativ. Wir können das umgehen, indem wir bemerken, daß 
die Gleichung ja auch separierbar und exakt lösbar ist für 
eine veränderte, abgeschirmte Kernladung, und schreiben 


demgemäß: 


H, = 4,+ 4,+(1—h(— 


H, =k 


Nun nimmt H, abwechselnd positive und negative Werte an, 
wird also im Mittel kleiner sein als vorher. Wir erhalten 
einen geeigneten Wert fiir k, wenn wir verlangen, daB die 
Stérungsenergie erster Ordnung gerade verschwindet (nur fiir 
den Grundzustand, die geeignete Abschirmung hängt natürlich 
von dem zu approximierenden Zustand ab). Die Ausrechnung 
der betreffenden pea liefert hier die Stérungsenergie «: 


ta! 


€ = 0 liefert daher k = 7 


1) Wir folgen Hylleraas’ dimensionsloser Schreibweise und setzen 


Sn?m 1 
=1. Dann wird und e? = 4Z und 
unsere Gleichung nimmt die angegebene Form an. Dabei ist 4 der 
Laplacesche Operator, die Indizes 1 und 2 beziehen sich auf das erste 


bzw. zweite Elektron. Vgl. Hylleraas, Ztschr. f. Phys. 48. S. 469. 1927. 
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Für He hat Hylleraas!) denselben Wert aus anderen 
Gründen als den geeignetsten gefunden. Mit diesem Wert 
von k können wir nun den Grundterm berechnen. Der Fehler | 
in der Ionisierungsspannung beträgt dann 3,5 Volt oder 12 Proz. | 
der zu errechnenden Größe. 

Wir versuchen nun denselben Ansatz beim Li-Atom mit 
verschiedenen Abschirmungen für die K- und L-Schale. Dabei ; 
entsteht eine kleine Schwierigkeit: H, und H, sind nicht mehr 
in den Elektronen symmetrisch und das verhindert zunächst 
die Anwendung der gruppentheoretischen Berechnung der 
Störungsenergie. Schreiben wir nämlich 


1 
| 


so liefert uns eine Permutation P der Argumente in der E. F. 
von H,: ®E = «(l)e(2)7(3)N nicht wieder eine E.F. vor H,, 


sondern eine E. F. von 
7 


d. h. eine E. F. eines permutierten Operators, den wir HP 
nennen. Außerdem sind die verschiedenen ®? nicht orthogonal 
zueinander. Die Situation ist aber exakt dieselbe, wie sie 
Heitler und London antrafen bei der Behandlung des H 

Moleküls, wo sich auch kein Störungspotential abtrennen lit 
Wir helfen uns so°®): wir wissen, daß die E.F., die uns inter- 


1) Nämlich wirklich als Minimum des zugehörigen an 


problems, wenn man nur die durch den Parameter & gekennzeichneten 
Abschirmungsfunktionen als Konkurrenzfunktion zuläßt. Hylleraas, 
Ztschr. f. Phys. 54. S. 352. 1929. 
2) Die Abkürzungen für die E. F. des Wasserstoffs und für die e 
Integraltypen sind im Anhang I zusammengestellt und erklärt! : 
3) Der Trick ist, daß man nicht die Tatsache zu benutzen braucht: © 
y, ist E. F. eines Operators 


H,= H-H,, 


wo H, überall klein und H, angenähert gleich H ist, sondern nur, daß 
(H — E,) wo 


überall klein ist, d.h. es muß nur dort, wo H, nicht klein ist, w, klein 
sein. Dies trifft in unseren Fällen zu. 
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essiert. d. h. die E. F. des Li-Grundzustandes in der Nähe 
einer Linearkombination der ®? liegen muß: 


y= OP +... 
P 
mit der orderung Pr 


Indem wir beide Seiten dieser Gleichung nach dem System 
der ®P entwickeln, erhalten wir durch Koeffizientenvergleich '): 


, = @pP\, 


Dies liefert als homogenes Gleichungssystem der ap die 
Säkulargleichung für E Lh! ¥, 


Diese Matrix muß reduziert werden. Sie liefert. für Term- 
systeme, denen nur eine Wurzel der Siikulargleichung ent- 


spricht, den einfachen Ausdruck?) 


7 E P 


Wir vereinfachen dies noch etwas, indem wir die Konstante 
„ungestörte“* Energie abziehen 

(DP, = (®P, H, + H, OF) = E,Sp+ Ip. 
Damit wird also 


=z’ Sp 
Da diese Betrachtung wörtlich auf Moleküle zu über- 
tragen ist, haben wir hierin den gesuchten Mittelweg zwischen 
Heitlers und Londons Methode der Lösung des Störungs- 
problems. 

Nun müssen wir zunächst sehen, ob wir wirklich mit 


1) (f,9) bezeichnet das skalare Produkt von f und g: 
(Fag@de. 


2) Vgl. z.B. F. London, a.a. O., 7” sind die Charaktere dieses 
Terms oder nach Dirac, die Quantenzahlen der Permutationsklassen. 


P.R.S. 123. S. 714. 1929. 
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Abschirmungszahlen ein brauchbares Modell des Li-Atoms 
erzielen können. Hier wird aus (1)?): 


= —— = . 4 


P ist dabei ein Austausch eines Elektrons in der K-Schale 
mit dem L-Elektron. Jg und Jp zerfallen gemäß H, in je 
6 Summanden, von denen jedoch einige gleich sind. Es wird 
(vgl. Anhang I). 


“ 
= 


= k[Ba Sc, + B,,8,,) +1B,,8,, 
loc 


Die Forderung « = 0 führt hier nicht zu einer Bestim- 

mung von k und ] einzeln. Jz=Jp=Ü ist nicht erfüllbar, 

wie leicht zu sehen ist, da Jr= 0 nicht dem angestrebten 
Näherungsmodell entpricht. Wir gehen daher so vor: wir 
entnehmen zunächst k = 5, aus dem Li*-Modell, damit ver- 
schwindet das erste gegen das dritte Glied in Jz. Damit die 

beiden anderen sich kompensieren, muß | etwa den Wert } 

haben. Das entspricht einer effektiven Kernladung Z = 1,5. 

Rein aus rechentechnischen Gründen verändern wir nun beide 

1-—k 
1-1 


Zahlen ein wenig, so daß = 2 wird. Wir nehmen: 


für die K-Schale k = ?; effektive Kernladung 2,6 
für die L-Schale I 7 


17 effektive Kernladung 1,3. 


Der richtige Wert des vollen Grundterms von Li (Summe der 
drei Ionisationen) ist experimentell nur sehr ungenau bekannt. 
Wir gewinnen aber eine scharfe Kontrolle fiir den Wert 
unseres Verfahrens, wenn wir die erste Ionisierung als Differenz 
der nach unserem Verfahren berechneten Werte von Li* und 
Li mit der Erfahrung (5,7 Volt) vergleichen. Wir erhalten: 


1) Wir geben hier nur das Resultat der Ausrechnung, weil wir 
spiiter beim Li, Gelegenheit haben, ein Beispiel durchzurechnen. 


| 
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Lit E,= 14,44 
Li E,= 13,94 
& =+ 079 = 10 Volt 
E = 14,73 
Li — Lit = 029 = 3,9 Volt 
Gemessen = 5,7 Volt 


Fehler 1.8 Volt 


Der Fehler ist zwar noch beträchtlich, aber doch nur 
2 Proz. des Gesamteigenwertes, so daß wir unser Abschirmungs- 
2 modell als hinreichenden Ausgangspunkt betrachten können. 


§ 2. Das Lithium-Molekiil 


Wir nehmen nun die Atomeigenfunktionen gemäß § 1 und 
berechnen mit ihrer Hilfe die Wechselwirkung zweier ee, 
Zunächst haben wir nachzusehen, was die gruppentheoretische 
Zerlegung in Austauschintegrale uns sagt. 

j Zwei Li-Atome im Grundzustand können, genau Ww ie zwei 
a H-Atome, auf zwei Arten wechselwirken. Im einen Fall ent- 
steht ein Tripletterm, im anderen ein Singuletterm. Die zu- 


7 gehörigen Partitionen der Zahl 6 sind 


Triplett: 6 = +2 +1+1. 


Die Charaktere des Singuletterms sind bereits vonHeitler') 
berechnet worden. Die des Tripletts ergeben sich durch ganz 
analoge Rechnungen. 


Für die Störungsenergie ergibt sich exakt wieder u 


Je 

x" Sp 
mit einer analogen Bedeutung von Jp, Sp. Die Summe ist 
über die ganze Permutationsgruppe der 6 Elektronen, also 
über 720 Elemente zu erstrecken. Sie vereinfacht sich aber 

aus folgenden Gründen: 


EN 


W. Heitler, Z. f. Phys. 46. S. 47. 1927. 


= 

| 


= 
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1. Von den Jp, Sp werden alle diejenigen von kleinerer 
Größenordnung, bei denen P eine Vertauschung von mehr als 
zwei Zellen bewirkt. (Da die Zellen näherungsweise orthogonale 
Funktionen sind). Alle diese Permutationen lassen wir fort. 

2. Die Integrale Jp und Sp sind nicht alle verschieden. 
da ja z. B. eine Vertauschung zweier K-Elektronen eines Atoms 
die E.F. nicht ändert. Allgemein sind diejenigen Jp einander 
gleich, deren P die gleiche Zellenpermutation hervorruft. 

3. Der Charakter ist eine Klassenfunktion. 2? ist also 
gleich für alle Permutationen der gleichen Klasse. 

é erscheint also schließlich als Summe von „Zwei-Zellen*- 
Austauschintegralen mit ganzzahligen Koeffizienten. Diese 
Koeffizienten bestimmen wir, indem wir in jeder Permutations- 
klasse nachsehen, wieviel Permutationen sie enthält, die z. B. 
die Zellenpermutation @ <—> £ ergeben. Innerhalb jeder Klasse 
haben wir mit einem konstanten Faktor, dem Charakter 7?, 
zu multiplizieren und über alle Klassen zu summieren. So ent- 
steht der Koeffizient eines „Zwei-Zellen“-Austauschintegrals. 

Die folgende Tabelle führt den angegebenen Abzählungs- 
prozeB aus: 


| 
ay ad 78 2424141 24242 
Permutationsklasse 


| 2 2 4 —3 —1 
(123) . . 2] 8) 2|— 0 
(12) (34). | 1); 2ı — 2| 2 +1 +1 
—| 2|ı — 2 — 0 —1 
(12) (34) (56) . 3 +3 
Triplett (+1 -1 -2 -ı -1 
Ze 


Singulett j+1 -1 -2 -1 +1 


‘ Im Tripletterm ändert alse nur das Austauschglied der 
L-Elektronen das Vorzeichen. 
Formel (1) lautet nunmehr ausgeschrieben: 
Sz — ad — Sgy— 28 + Syd — Sp 


Hierin gehört zunächst J,,=J,, und ein Teil von Jr 


| 
a 
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den Atomen an, von den übrigen ist J,,=J,,, so daß wir 

als Dissoziationsarbeit erhalten: 

Die Bedeutung von J,, ist dabei .B.: 


-dt,...dt,, 
wobei 


J, zerfällt also gemäß H,” in eine lange Summe, jedes 
Glied wieder in ein Produkt von Integralen gemäß der ver- 
schiedenen, nicht orthogonalen Funktionenpaaren eines oder 
zweier Argumente. Die vorkommenden Typen sind im Anhang 
klassifiziert, und, soweit sie wirklich gebraucht werden, ist ihr 
expliziter Ausdruck gegeben. Die meisten Integrale bieten keine 
größeren Schwierigkeiten als die schon in der bisherigen Lite- 
ratur behandelten. Dagegen erweist sich das wichtigste 


(1) (2) y (2) (1) 
dt,dt, 


als unerwartet schwierig. Explizit zu berechnen ist es allein 
mit einer Methode, die Sugiura zuerst auf das entsprechende, 
aber viel einfachere Integral des H, angewandt hat. Die 
Durchführung dieser Methode ist aber ganz außerordentlich 
schwerfällig und wurde nicht befolgt, sondern auf halbem 
Wege ein Näherungsverfahren eingeschlagen, daß sich zu- 
fällig bietet und dessen Wert sich ungefähr abschätzen läßt. 
Alle Versuche, auf kürzerem Wege zu einer auch nur einiger- 
maßen groben Abschätzung zu kommen, schlugen fehl, da es 
sich gerade darum handelt, den Wertverlauf für einen Kern- 
abstand zu bestimmen, bei dem die zweite Wasserstoffunktion 
nicht monoton ist, und nicht durch eine einfachere Funktion 
zu ersetzen ist. 

Ferner werden viele von den einzelnen Konstituenten der 
Austauschintegrale sehr klein in dem in Frage kommenden 


: 

= 
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Gebiet des Kernabstandes, da sie mit S, , usw. oder deren 
Quadraten multipliziert sind und wir müssen uns daher zuerst 
über deren Größenordnung ein Bild verschaffen. Wir setzen 
dabei als ungefähren Kernabstand 2,5 ÄE an in Übereinstim- 
mung mit theoretischen Schätzungen von Mulliken und experi- 
mentellen von Wurm. Dann wird 


Sg 


Wir schließen daher zunächst, daß wir im Nenner unserer 
Energieformel alle S? außer Sz = 1 vernachlässigen können, 
wenn wir das Minimum der Energiekurve finden wollen. 
Nachher können wir dann eine Korrektion für S}, anbringen. 
Mit derselben Annäherung können wir J,, und J,, als kon- 
stant ansehen. 

[J,, und J,, werden nicht exakt dieselben Größen wie 
im Atom, es treten kleine Größen hinzu, die mit S,, multipli- 
ziert sind und zum Nachbaratom gehören. Dies zeigt deutlich 
die sehr beschränkte Bedeutung des Begriffs „Austauschintegral‘‘ 
Formal haben wir es mit Integralen zu tun, die allerdings 
die durch das Störungsglied verursachten Matrixelemente 
zum Übergang von einer %w-Funktion zur permutativen 
messen (gemäß dem allgemeinen Schema der Quantenmechanik). 
Der willkürliche (und physikalisch virtuelle) Ausgangspunkt bei 
der Wahl des separierten Systems zeigt, daß wir es nur mit 
Rechengrößen zu tun haben. So würden wir bei anderer 
Wahl des ungestörten Systems erreichen können, daß die 
„innere“ Austauschenergie vom Abstand der Moleküle un- 
abhängig wird.) 

Weiter schreiben wir nun zunächst die Größenordnungen 
der wichtigsten C-Größen!) hin. Es wird 


3 ve as < 0,01 
— Cy Cys,,0 ~ 0,1. 
er 1) d. h. Integrale mit - im Nenner des Integranden. Vgl. Anhang I. 
12 


. 
= 
005 | 
‘ 
va 
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Hieraus ersehen wir zunächst, daß J,, sehr klein wird 
(< 1075), Der Austausch zwischen den abgeschlossenen Schalen 
ist also völlig zu vernachlässigen. Das war insofern voraus- 
zusehen, als wir ja wissen, daß alle Austauschintegrale exponen- 
tiell mit dem Abstand abnehmen. Die starke Abschirmung der 
L-Schale durch die K-Elektronen vergrößert nun die Atome 
so stark, daß die K-Schalen der Atome im Molekül gar nicht 
mehr in Austauschwechselwirkung treten können. 

Weiter haben wir J„s zu betrachten. Hierin treten viele 
Integrale auf, die sich nicht berechnen ließen. Das Haupt- 
slied aber C,s,as läßt sich roh abschätzen folgendermaßen: 


1) (2) (2) (1) 
12 


Es ist das Selbstpotential der Funktion «(1)6(1). 
Diese enthält das Exponentialglied 


r 
a 


Ersetzen wir die verschiedenen Koeffizienten von r, und r, 
durch einen gleichen mittleren, etwa 4/2, so läßt sich C,5 ,.5 
auf C,z,.z zurückführen. Es wird nämlich 


Cas,aa(R) = (A R) 


und das ist bei unserem präsumptiven Abstand etwa gleich 0,001. 
Das ist zwar eine kleinere Größenordnung als J,5, „s, wie wir 
gleich sehen werden, könnte aber doch, da es eine ganze Menge 
Glieder sind, schon in dieser Näherung merklich werden. Wir 
sind nicht imstande, genaueres über dieses Glied zu sagen, 
können aber mit Bestimmtheit angeben, daß der Austausch 
mit den abgeschlossenen Schalen von kleinerer Größenordnung 
ist als die chemischen Bindungsenergien, und diese nicht 
wesentlich konstituiert. 

Damit gehen wir zur letzten Austauschgröße über: 


[4k Be S254+2 21B,, ot 2B, 


1 
+3 $08, + 570120, + 40, 


ats 

=~ 
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Hierin nehmen wir folgende natürliche Vereinfachungen vor: 
Wir setzen 


1 
B 2 = 
Cu, re | 
Cays=B,;- 


Dies entspricht jeweils dem Ersetzen der K-Schalen durch 
Kernelektronen. Wir haben damit jedoch den Einfluß der 
K-Schalen durchaus nicht ganz eliminiert. Wir erhalten nun 
nämlich: 


1 1 7 1 


(Nach Einsetzen der konstanten Werte der Integrale B,» und 
Caz, ot) 

Hierin rührt das erste Glied: — 5.575 von den K-Schalen 
her, es ist im fraglichen Gebiet von an Größe der chemischen 
Bindung, also durchaus nicht zu vernachlässigen. ') 


Die elektrostatische Wechselwirkung Jz enthält zunächst 
einige konstante Glieder, die dem Atom angehören und fort- 
gelassen werden müssen. Ihre Summe ist übrigens klein, da 
wir ja die Atomfunktionen so gewählt haben, daß die Störung 
erster Ordnung nahezu verschwindet. In vereinfachter Form 
erhalten wir dann: 

1 2 1 
Us 
3R yore 
Dies entspricht genau dem Fall der völligen Vernachlässigung 
der Ausdehnung der K-Schalen. Es war zu erwarten, daß 
diese Vereinfachung für Jz erlaubt ist. 

Nunmehr können wir unsere Störungsformel auswerten: 

(Einheiten: R in —" = 0,125 AK, Energie in Rh = 13,5 Volt, 
die eingeklammerten Werte sind ungenau) (vgl. Fig. 1). 


1) Man kann es als Störung der K-Schale durch das Nachbaratom 


| 
| 
Br 
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R 9,24 18,48 | 27,72 36,96 46,20 
Bs (- so + - 011 | —,017 | —,015 | - ‚0102 | - ‚0062 

M, 
- 75 Sys B,s = ‚006 - ‚0075 | = ‚012 - ‚0112 — ‚0069 
= Gay (022) 034 | ‚36 | ‚0005 ‚000 

Jys [+ ,005] | +,009 —,013 — ,0149 — ‚010 

Jr + ,312 | +,116 | +,023 | + ,0027 + ,00025 
+ S34) D | +125 | +,010 | — ‚0122 | - 


o----0 JS¢ 
o——o- +5445) D 


Abstand in 115 AE 
Verlauf der Wechselwirkungsenergie von Li, 
Fig. 1 


ae Das ausgesprochene Minimum!) liegt in der Nähe von 
R = 37. Es entspricht 
gemessen (Wurm) 
einer Bindungsenergie . 14 Volt 1,7 Volt 
1) Hingeschrieben ist nur die Kurve des Singuletterms, der Tri- 


pletterm gibt kein Minimum. Wir möchten betonen, daß dieses Resultat 
hier keinerlei Allgemeingültigkeit beanspruchen kann. — 


48 
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Die Ubereinstimmung ist also in der Energie hinreichend 
im Abstand ziemlich schlecht. Vielmehr konnten wir aber bei 
den vielen Vernachliissigungen nicht erwarten. 


Das Ziel unserer Untersuchung war aber nicht, hinter 
dem Experiment herzurechnen, sondern die Teile zu betrachten, 
die die Bindung zu erzeugen oder zu verhindern suchen. Wir 
betrachten zunächst J,,. Im Gegensatz zu H, wird es positiv 
schon in ziemlich großen Abständen, wo der Einfluß des Aus- 
tauschs mit den abgeschlossenen Schalen noch zu vernach- 
lässigen ist. Die relativ schwache Bindung des Li, ist also 
keineswegs auf eine Abstoßung der abgeschlossenen Schalen 
zurückzuführen, sondern ist wesentlich nur durch den Verlauf des 
Austauschphänomens der L-Elektronen bedingt. Daß dieses ein 
so anderes Gesicht zeigt als beim H, ist fast ausschließlich auf 
den Unterschied der zweiten Wasserstoffeigenfunktion von der 
ersten zurückzuführen. J,, erscheint als die Summe von drei 
Termen, die alle nicht monoton verlaufen, das Resultat ist 
also nach unserer Methode ein reines Rechenergebnis, das 
keinerlei Verallgemeinerung auf andere Fälle zuläßt. Das ist 
sehr enttäuschend, denn man sollte erwarten, daß der ab- 
nehmenden Bindungsenergie in der Reihe der Alkalien ein 
einfaches Rechenphänomen in unserem Schema entspricht. Wir 
sehen, daß das nicht der Fall ist. Es ist schwer zu sagen, 
wie hier geholfen werden soll. Wahrscheinlich wird man so 
vorgehen müssen, daß man die hier bewiesene Unwirksamkeit 
der abgeschlossenen Schalen für weitere Fälle voraussetzt und 
die Eigenfunktion des Leuchtelektrons nur außerhalb des 
Rumpfes durch eine einfachere Funktion ersetzt, als dies vor- 
läufig, etwa mit den Hartreeschen Mitteln, möglich ist. — 


Anhang I 


Die Atome A und B haben den Abstand R (Einheit 
47/6). Ein Punkt P hat von den Kernen die Abstände r, 
und r,. Die Koordinaten des i-ten Elektrons ,, y,, 2, werden 
durch die Zahl i angedeutet: f(z,y,2)=f). Der Abstand 
des i-ten vom k-ten Elektron heißt r,,. 


Annalen der Physik. 5. Folge. 5. i 


= 


| 
PE 
| 
= 
TR 
| 
= » 
| 


Erläuterung des Bezeichnungsschemas 
Fig. 2 


m 
Bei Einführung einer Abschirmung, so daß die effektive 


un Kernladung k-z bzw. l-z wird, haben wir an Stelle von « 
und y zu benutzen: 


yal) 2-1-1, 


entsprechend #, und 0d, an Stelle von # und 0. 
Die Ausrechnung der S-, B- und C-Integrale ergibt nun: 


e 
Wir schreiben für die Bohrschen Bahnen: eon 
Ta 1 Tb, 
R 
OS 
Integrale sind nach folgendem Schema bezeichnet: 
Day = | V2 (4 6) »5 + 9? 
R 
| we-k 2.4 = 
= it 
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Ss vgl. Hylleraas, a. a. 


S,..5 ist sehr kompliziert und hier nicht exakt aus- 
gewertet worden, 
R 
R 1 R\?® 1 R\* 
+: (7) > ' 
(R) = S, (A R). 


3 
Bas = 2” Ba, | 2 ) 8? 
s=x+ L 
1 
Bas (R) = ABs (AR), 
_R 
B, 5,(R) = AB, s(A R). 


Ca: a,2 = 


rads 


‚= vgl. Sugiura, Ztschr. f. Phys. 45. 8. 484. 1927, 


Cys, = vgl. Anhang II. 


Anhang II | 


Das Selbstpotential von y(l)ö(l), nebst einigen 
praktischen Formeln 
Das für unsere Untersuchung ausschlaggebende Integral 
Cys, ys ist nur näherungsweise ausgewertet worden. Wir wollen 
einen Überblick über das eingeschlagene Verfahren geben. 
Zunächst einige allgemeine Bemerkungen. Das Integral 
ist Funktion des Kernabstandes R allein. Für R = 0 ist sein 


* 
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Wert einfach zu ermitteln. Man findet weiter leicht, daß 
a = 0, und zwar folgendermaßen: 
dR jr=o 

Das Integral stellt das Selbstpotential der „Massen- 
verteilung“ y(1) ö(1) dar. Diese Verteilung ist von dem Para- 
meter R abhängig. Wir entwickeln nun zunächst y(1) $(1) in 
jedem Punkt in eine Potenzreihe nach R. Dabei denken wir 
uns Rals VektorX in der x-Richtung und führen den Vektor r 
ein, der vom po zwischen 4 und B zum Aufpunkt führt: 


dl) 
a ; 1 d'y d' y (t) 
i=0 k=0 


> d' y (x) a 

= S (— 1)* . 

B dx da* 
m=0 i+k=2m 


Ks treten nur gerade Potenzen von R auf. Das Selbst- 
potential der Reihe wäre nun die Summe der Wechsel- und 
Selbstpotentiale der einzelnen Terme, wenn, was nicht der 
Fall ist, die einzelnen Integrale konvergieren würden. Wir 
wollen diesen Prozeß gleichwohl formal durchführen. In 
unserem Falle ist (nach Änderung der Längeneinheit): 


dx" e ‚0 nm =r) | 
(a h. lim y(t) ist endlich) Damit wird 
r>0 dx 
- 9 1 
q 
Das Selbstpotential dieser Reihe wird daher er 


Tie 2m—2 1 


| 
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Diese Integrale bleiben aber regulär für m +n=4. Wir 
erwarten daher, daß sich unser Integral bis zur achten Potenz 
durch eine einfache Potenzreihe darstellen läßt. In der Tat 
zeigt eine ausführliche Verfolgung dieser Frage, daß C(R) 
die Form hat: 


C(R) = P, (k+R’P,(R)logR, 
wo P, und P, Potenzreihen sind. Numerisch lassen sich diese 
Reihen aber nicht einfach berechnen und wir verwerten nur 
die Tatsache, daß C’ (0) = 0 ist. 

Wir rechnen nun folgendermaßen [zunächst ganz analog 
zu Sugiura))]: 

(il) ist konstant auf Kreisen, die die Kernverbindungs- 
linie zur Achse haben. Demgemäß haben wir zunächst das 
Wechselpotential zweier solcher Kreise (mit den elliptischen 
Koordinaten 0,0; 0, o,) auszurechnen, d. h. den Mittelwert von 

| 
"1a 
zweiter Art: 


Dies liefert eine Reihe von Kugelfunktionen erster und 


» oo 


( )= > en + I) Po) P,(6,)Q, (9) 
fa) =[({1—R(o + —R(o — 


dr = (9? — 0°). 


0 


Die Integration über o und o, bringt nun alle Glieder zum 
Verschwinden mit » = 1,» =3,n25. Es bleiben nur drei 
Glieder (n = 0, 2, 4+) und für die weiteren Integrationen über 
erhält unser Integrand die folgende Form: 7 


0 
9,0, 


25 e-Rie + a) (0, 0,,R)+ P,(o, o,, R) log - = 


P, und P, sind sehr komplizierte Polynome in den angezeigten 
Argumenten und zwar in allen von der vierten Ordnung, 
außer P,(o), das von der dritten Ordnung ist. Zu integrieren 
ist über den Zwickel o > 0, > 1. 


D 
= 
| 
| 
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Das erste Polynom ist relativ leicht zu erledigen, besonders 
mit folgender sehr brauchbaren Hilfsformel: 


!m! 1 
ale ty) n pm — . 
Sf (ve — yPardydı 
z>y>0 
: Um sie für unseren Fall verwenden zu können, haben 


wir P, zu transformieren gemäß 


I 
© 


pP 
und dann auszudriicken als Polynom in 


t—T, und T,. 


Jeder Term gibt dann eine einfache Potenz in Kt, die nur 
von n+ m abhängt. Der Wert der Formel liegt darin, dab 
sie die durch » > o, hereingebrachte Unsymmetrie der Inte- 
gration durch die unsymmetrische Potenzentwicklung wieder 
neutralisiert und damit endlose Komplikationen abkürzt. Die 
Unsymmetrie kam durch die Reihenentwicklung für (- ) 
12 

herein, die nur für 9 > o, konvergiert. 

Das zweite Polynom läßt sich so behandeln: Zunächst 
substituieren wir wieder 


o=Tt + 1 
o,=7T,+1 
und haben dann Integrale zu berechnen von der Form: © iva 
[ fe-se+9 ay” log = dady. 
A, = [fe log —dedy = _ + 
~ 
z>y7>0 
(%) = — [log 2a + cdi]. 


22 
Die Integrale 4,,, gewinnen wir aus A, durch Differentiation 
nach @ und @, und nachherige Identifikation von @ und @,: 


Ann = 1) 4 


| 
- 
& 
4 
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Diese Differentiationen nun wären in der Durchführung 
außerordentlich schwerfillig. Glücklicherweise läßt sich aber 
g(x) für nicht zu kleine Werte von x durch eine einfachere 
Funktion ersetzen; es ist nämlich 


1! 2! 


Damit wird 
g(r) = [log 22+C+ (1 )| 


Hierin vernachlässigen wir nun alle Glieder der runden Klammer 
außer der ersten, um weiterrechnen zu können. Eine graphische 
Darstellung zeigt, daß g(a) auf diese Weise recht gut dar- 
gestellt wird für > 2, es bleibt natürlich fraglich, ob dies 
auch für die Ableitungen zutrifft, doch werden wir am Schluß 
eine Kontrolle angeben, die es sehr wahrscheinlich macht, daß 
wir keine ernstliche Ungenauigkeit begangen haben. Alles 
weitere ist nun fast reine Arithmetik. Wir erhalten für 

1 


A, gt 


l 
n + Imn log (2 a + ( ) “sa 


ar! 
r 


wobei 
Im ! (n +r)! (log 2 — 
= 


m! (n + r)! 
Inn =m! nt — 
wobei 

2 

r= 


Diese fn; Imn müssen berechnet werden fiir m,n =0O---4 
(sie sind reine Zahlen), damit wird 4,,, bekannt und unser 
zweites Polynom kann durchintegriert werden. Wir erhalten 
so schlieBlich das Integral in der Form 


—t “i 
x 
iv 
‘Ve 
| 
D 
i 
> 
| 
wobei kK =e” und. | 


+ 7,13 0 
-1 2,95 442 > 
0 1,14 N 836 
1 0,417 ‚668 . . 
b 184 | 268 
3 ‚209 „124 
4 006 | 0528 
5 43 | 0430 ba! 1 
a ( 00562 00062 
‚00112 00120 
B» u Zufolge dem eingangs Gesagten müssen die ersten 
R 
q 8 Koeffizienten von e ~ SD, (=) klein werden, wenn man 
2 . . .. . . 

: e ~ entwickelt und ausmultipliziert. Diese entscheidende 
3 Kontrolle ist in der Tat befriedigend erfüllt. Diese wie andere 
u Regelmäßigkeiten, die sich nicht direkt aus dem Gang der 
R | Rechnung selbst ergeben, weisen natürlich darauf hin, dab 
& wir nicht den kürzesten Weg gewählt haben, sondern wesent- 

liche Eigenschaften des Integranden ungenützt ließen. Es ist 

5 o > 


uns aber nicht gelungen, diesen Sachverhalt weiter aufzuklären. 


Allgemeine Abschätzungen 
1. Die schwierigsten Integrale sind stets die von der Form: 
te 


9:79 1 2 


f und g sind dabei Atomeigenfunktionen. Das Integral stellt 
offenbar das Selbstpotential der Verteilung f-g dar. f und y 
nehmen positive und negative Werte an, ebenso also fg. Das 
Integral ist jedoch stets positiv. Dieser Satz ist aus der 
Klektrodynamik wohl bekannt. Man beweist ihn für Ladungen 
mit zweimal stetig differenzierbarem Potential sehr einfach mit 
Hilfe der Poissonschen Gleichung und dem Green schen Satze. 
Dieses Integral tritt in den Austauschgrößen additiv auf. 
Damit, wie in allen bisherigen Fällen, die Summe negativ wird, 
haben die übrigen Terme zu überwiegen, für diese lassen sich 
aber keine so einfachen Abschätzungen finden. a 


| 
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2. Die elektrostatische Energie Jz scheint in großen Ab- 
ständen stets negativ zu sein, d.h. wir bekommen im Limes 


Anziehung. Diese Energie setzt sich aus der positiven = 
1 
Kern gegen Kern = —. 
R 
Zelle gegen Zelle = V,, (I) 
12 
und dem negativen 
Kern gegen Zelle = u(h) 
zusammen. 


Alle werden asymptotisch gleich 1/f und zwar sind V 
und stets kleiner als 1/R. Geht man von wasserstoffihn- 


lichen Grundfunktionen aus, so wird 


(R45 


P, und P, sind Polynome. 


Damit wird 
Jp 


Die Tatsache, daß Jy im Limes negativ ist, verlangt also, daB 1’, 

höhere Potenzen enthält als P,. Dies läßt sich durch müh- 


same Rechnungen für alle Eigenfunktionen von der Form 


e~®. Polynom in R 


beweisen, es scheint aber, daß der Satz für allgemeinere 
Funktionenklassen gilt. Hat man für diese die natürliche Ab- 
grenzung gefunden, so muß das Resultat ziemlich einfach zu 
erzielen sein. 

Anhang IV 


Der Tripleiterm des H,-Grundzustandes 


Das Austauschintegral von H, im Grundzustand 


] 1 1 


12 Vay 0; 


ist stark negativ in mittleren Abständen, wodurch es die 
Stabilität des "$-Terms konstituiert. Es ist aber bisher nicht 
beachtet worden, daß auch dieses Jp für große R positiv wird 
und dort sogar die elektrostatische Wechselwirkung (sie ist 
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negativ) übertrifit.) Man errechnet das mit wenig Mühe aus 
Sugiuras genauen Formeln. Eine rohe Größenordnungs- 
rechnung ergibt für 

den Abstand . . . 30ÄE 


Physikalisch ist dieser Term also ohne die geringste Bedeutung. 
Gleichwohl ist das Resultat interessant, denn 

1. zeigt es, daß schon im einfachen Fall des H, die An- 
ziehung des Singuletterms durchaus als zufällig angesehen 
werden muß, solange wir nicht einen tieferen Einblick in diese 
fehlende Monotonie des einfachsten Integrals haben. 

2. Heitler und London schlossen das Höherliegen des 
Tripletterms aus einem von Courant bewiesenen allgemeinen 
Knotensatz selbstadjungierter Eigenwertprobleme. Beim Durch- 
gehen des Beweises sieht man, daß die Gültigkeit des Satzes 
trotz der Singularitäten der Differentialgleichung hier an- 
zunehmen ist. Es ist also zu vermuten, daß der Widerspruch 
in den höheren Näherungen des Verfahrens wieder ver- 
schwindet. ?) 

3. Heisenberg hat in seiner Theorie des Ferromagnetis- 
mus die Positivität des Austauschintegrals in mittleren Kern- 
abständen aus der Positivität in großen Abständen zu schließen 
versucht. Wir sehen, daß dies schon bei H, zu falschen Er- 
gebnissen führt. 


1) Wir erhalten hier also einen stabilen Tripletterm und für den 
Singuletterm eine endliche Aktivierungswärme. 

2) Die zweite Näherung des Problems ist inzwischen von R. Eisen- 
schitz und F. London (Ztschr. f. Phys. im Erscheinen) für große Ab- 
stände berechnet und analysiert worden. Eine gemeinsam mit Hrn. Eisen- 
schitz vorgenommene Prüfung unserer Frage ergibt folgendes: 

1. In großen Abständen überwiegt in der Wechselwirkung der 
Polarisationsanteil bei weitem gegenüber elektrostatischer und Aus- 
tauschwechselwirkung. Er hat aber für Singulett und Triplett dasselbe 
Vorzeichen und korrigiert daher nicht den Verstoß gegen den Knotensatz. 

2. Außerdem tritt in der zweiten Näherung ein Glied auf, daß in 
großen Abständen gleich der ganzen ersten Näherung ist mit dem 
Faktor —1,08,. Dies reicht gerade hin, Singulett und Triplett in die 
vom Knotensatz geforderte Reihenfolge zu bringen. 


(Eingegangen 1. März 1930) | 
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in Ionenstrahlen 
Von Walter Frohberg 


(Gekiirzte Dissertation, Miinster i. W.) re 


Über die Beweglichkeit von Ionen 


(Mit 2 Figuren) 


Inhaltsübersicht: $1. Einleitung. — $2. Versuchsanordnung 

$ 3. Fehlerquellen. $4. Die Versuche. a) Vorversuche. b) Abhängig- — 
keit der Beweglichkeit von der Elektrodenanordnung in der Zelle. ce) Ab- 

hängigkeit der Beweglichkeit von der Frequenz. d) Abhängigkeit der | 

Beweglichkeit von der Feuchtigkeit. e) Die Versuche in verschiedenen 

Gasen, 1. in Kohlensäure, 2. in Luft, 3. in Stickstoff. — § 5. Schluß. — 

$6. Zusammenstellung der Ergebnisse. 


$1. Einleitung 


Die vorliegende Abhandlung bildet die Fortsetzung der 
ebenfalls aus dem hiesigen Institut hervorgegangenen Arbeit — 
von Koether!) mit dem gleichlautenden Titel. Derselbe fand 
für die Beweglichkeit der Ionen des Silbers und des Cadmiums — 


em Volt 
m 


Werte von einigen Zentimetern in , die mit der 


Temperatur stark zunahmen. Gegen diese Messungen läßt sich : 
aber ein gewichtiger Einwand erheben, worauf uns Hr. L. B. 

Loeb, Chikago, brieflich aufmerksam gemacht hat. Hr. Koet her ö 
benutzte die bekannte Wechselstrommethode von Rutherford, 
die im wesentlichen darauf beruht, daß man die Bewegung der 
von einer glatten Oberfläche ausgehenden Elektronen bzw. 
Ionen eines Vorzeichens — wie beim lichtelektrischen Effekt, ; 
wofür Rutherford die Methode ausgearbeitet hat — in einem. 
bekannten Wechselfeld verfolgt. Bei den Versuchen von > 
Koether wurden die Ionen durch Erhitzen eines Salzes, | 
z.B. AgCl, erzeugt; dasselbe befand sich auf der unteren 


1) Ferd. Koether, Ann. d. Phys. 82. S. 639. 1927. 
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Elektrode, darüber war die zum Elektrometer führende Elek- 

trode angebracht. Beim Erhitzen des Salzes erwärmt sich aber 

: i auch die umgebende Luft, und es verdampfen undissoziierte 

1 Molekiile des Salzes. Es entsteht hierdurch ein von unten 

nach oben streichender Wind, welcher die Ionen mitführt. 

Dieser Faktor bewirkt eine Vergrößerung der im Weehselfeld 

allein gemessenen Beweglichkeit. Die von Koether 
u  fundenen Zahlen sind daher wahrscheinlich zu groß. 

= Der Zweck der vorliegenden Arbeit war: 1. die Größe 

dieses Fehlers zu bestimmen, 2. einwandfreiere Zahlen zu er- 

. { halten und 3. durch Variation der Versuche, vor allem durch 

Messung der Beweglichkeit in verschiedenen Gasen und bei 


(fe. 
gt 


+ verschiedenen Drucken, die Verhältnisse weiter zu klären. 2 
2. Versuchsanordnung 
ns Zu meinen Versuchen benutzte ich die Apparatur meines 


Vorgängers; wegen Einzelheiten verweise ich auf dessen Arbeit. 
Um die eben erwähnte Fehlerquelle, die durch Erhitzung des 
Salzes hervorgerufenen Konvektionsströme, zu beseitigen, wurde 
der lonisationsraum (Fig. 4 der Koetherschen Arbeit) um- 
gekehrt; das erhitzte Salz befand sich also jetzt oben; somit 
konnte der Konvektionsstrom die Ionen nicht zu der tiefer 
liegenden, mit dem Elektrometer verbundenen Elektrode 
führen. 

Durch Parallelschalten einer Reihe von weiteren Wider- 
ständen zu W, und W, (Fig.5 bei Koether) konnte die 
Temperatur des Heizdrahtes genauer reguliert werden. Schließ- 
lich erwies es sich als zweckmäßig, die Spannung unmittelbar 
vor dem Rothgiesserschen Kommutator nochmals abzu- 
nehmen (bei Koet her nur vor den Silitwiderständen R, und R,). 

Um verschiedene Gase in die Kammer einzuführen, war 
diese (Fig. 4 bei Koether) seitwärts mit einem Schliff ver- 
sehen, der zum Manometer, zu einer Flasche zum Druck- 
ausgleich (künstliche Atmosphäre), zu den Apparaten zur 
Reinigung der Gase und schließlich zu einer Pumpe führte. 

Die Temperatur des erhitzten Salzes wurde aus der Strom- 
stärke mit Hilfe der Schmelzpunkte einiger Salze (Silbernitrat, 
Schmelzpunkt 208° C, Natriumnitrat 314°, Cadmiumjodid 387°, 
Silberehlorid 455°) ermittelt. Hierbei wurde sorgfältig darauf 
geachtet, daß die Länge und Dicke des Heizdrahtes bei allen 
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Versuchen gleich war, ebenso waren die Glimmerplättehen, der 
Silbersehutz usw. stets gleich. Die so erhaltenen und im folgen- 
den angegebenen Temperaturen sind nicht sehr genau, einmal 
aus den von G. C. Schmidt!) angegebenen Gründen, ferner, 
weil sehr häufig ein neues Glimmerplättehen genommen werden 
mußte, wobei sich die Temperaturverhältnisse infolge einer 
anderen Berührung des Glimmers mit dem erhitzten Silber- 
schutz etwas veränderten. Eine Konstanz der Temperatur 
konnte aber trotzdem, wie Versuche zeigten, während einer 
Versuchsreihe leicht erzielt werden. Bei niederen Drucken 
waren die Stromstärken, welche das Salz zum Schmelzen 
brachten, kleiner. Es rührt dies daher, daß ein Teil der Wärme 
durch das Gas weggeführt wird und je nach dem Druck die 
Konvektion eine verschiedene ist. Um diese Fehlerquelle zu 
beseitigen, wurde die Eichung bei dem gewünschten Druck 
vorgenommen. 

Als Versuchssalze wurden anfangs Cadmiumjodid und 
Silberehlorid verwendet. Mit Cadmiumjodid wurden nur wenige 
Versuche durchgeführt, da dieses Salz bei der Meßtemperat ur 
sehr stark verdampft. Dabei ändert sich die Oberfläche des 
Salzes auch sichtbar, sie rauht sich auf infolge Entweichens 
der darin enthaltenen Fremdeinschlüsse. Wegen der damit ver- 
bundenen Ungenauigkeiten und Unzuträglichkeiten bei ge- 
kehrter Zelle wurde später nur Silberehlorid benutzt. Die 
Salze waren als purissima von Kahlbaum bezogen. Das 
Cadmiumjodid war mehrfach umkristallisiert. Daraus, daß die 
Emission mit der Zeit stets abnahm, kann man schließen, daß 
die Salze sehr rein waren.?) 

$3. Fehlerquellen 

Die Versuche wurden genau so durchgeführt, wie dies 
Hr. Koether mitgeteilt hat. Es erübrigt sich daher die Be- 
schreibung; dagegen muß ich noch auf die Mängel der Methode 
und die Fehlerquellen eingehen, da Hr. Koether diese nicht 
besprochen hat und sie wesentlich sind zur Beurteilung der 
Genauigkeit der Ergebnisse. 

Die Ströme bei den Ionenstrahlen sind im allgemeinen an- 
fangs sehr stark, fallen aber schnell auf sehr kleine Werte und 


1) G.C. Schmidt, Ann. d. Phys. 75. S. 339. 1924. 
2) Vgl. G.C. Schmidt, Ann. d. Phys. 82, S. 644. 1927. 
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werden schließlich einigermaßen konstant. Konstant sind die 
Werte auch, wenn man das Salz bei hoher Temperatur erhitzt 
und darauf zu niedrigen Temperaturen übergeht. Die Ver- 
hältnisse sind von O. Birkenberg!) geklärt worden. Danach 
haben wir es anfangs hauptsächlich mit einem irreversiblen 
Vorgang zu tun. Die durch die Anwesenheit von Verunreini- 
gungen (in Betracht kommt hauptsächlich Wasser) bedingten 
Lockerionen werden leicht emittiert. Sind die Verunreinigungen 
entfernt, ist z.B. das Wasser durch starkes Erhitzen aus- 
getrieben, so wird der Vorgang reversibel, indem ausschließlich 
die durch die thermische Bewegung gebildeten Ionen aus- 
gesandt werden. Selbstverständlich konnten nur brauchbare 
Kurven zur Berechnung der Beweglichkeit erhalten werden, 
wenn die Emission während der Dauer der Versuchsreihe 
(3—4 Std.) konstant blieb. Um dies zu erreichen, wurde das 
Salz zuerst eine Stunde lang auf eine hohe Temperatur erhitzt, 
die Wassermoleküle möglichst herausgetrieben und durch ein 
Feld die Lockerionen entfernt. Bei niederen Temperaturen 
waren dann die Ströme konstant, und so konnte ich die Be- 
weglichkeit innerhalb eines Intervalles von 100° verfolgen. Ich 
überzeugte mich, daß man tatsächlich auf diese Weise re- 
kapitulierbare Werte für die Beweglichkeit erhielt. Aus meinen 
Beobachtungen greife ich eine willkürlich heraus (Fig. 1). Man 
sieht, daß trotz der Verschiedenheit der Ströme für die Be- 
weglichkeit (Schnittpunkt mit der Abszisse) derselbe Wert er- 
halten wurde. 

Während des langen Erhitzens kann sich die Oberfläche 
ändern; das Salz wurde nur in dünner Schicht auf das Glimmer- 
plättehen gebracht. Wurde die Oberfläche kleiner, so nahm 
auch die Emission der Ionen ab und man erhielt statt einer 
Geraden eine mehr oder weniger gekrümmte Kurve, aus der 
sich kein Wert für die Beweglichkeit ermitteln ließ. Kam 
plötzlich eine Verunreinigung an die Oberfläche, so bildeten 
sich hier Lockerionen, die Stromstärke nahm mehr oder weniger 
stark zu, und man erhielt gegebenenfalls einen Kniek in der 
Kurve, der das Vorhandensein von neuen lonenarten vor- 
täuschen konnte. Daß die Knicke nicht reell waren, ging 
daraus hervor, daß sie bei einer neuen Beobachtungsreihe ver- 
schwanden. Während der Meßreihe wanderte das Silberion bei 


|) ©. Birkenberg, Ann. d. Phys. [5] I. 8. 157. 1929. 
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negativem Potential durch das Salz und schied sich an der 
Elektrode aus, löste sich vielleicht auch kolloidal in dem Salz, 
wodurch wieder Lockerstellen entstanden, die Änderungen der 
Stromstärke bedingten. Um diese zu vermeiden, wurden die 
Ströme nie groß gemacht, und es wurde häufig ein neues 
Präparat genommen. Man war aber selbst bei Beachtung aller 
Vorsichtsmaßregeln von vornherein niemals sicher, daß man 
eine brauchbare Reihe bekommen würde. 

Bei dem langen Erhitzen erwärmten sich die Luft und die 
Meßzelle, infolgedessen lösten sich von den Wänden adsorbierte 
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Gase (Wasserdampf, Kohlenwasserstoffe usw.). Es ist aber be- 
kannt, daß Spuren von Verunreinigungen die Beweglichkeit 
stark beeinflussen können.!) Auch beim Erhitzen des Salzes 
werden Verunreinigungen frei. Diese Fehlerquelle ließ sich 
nicht beseitigen, und dies muß bei der Beurteilung der Ge- 5 
nauigkeit meiner Resultate berücksichtigt werden. Auf andere 
Fehlerquellen, vor allem, daß die Ionen sich während ihrer Be- 
wegung abkühlen, werde ich später zu sprechen kommen. 


u ta = 


a) Vorversuche 


Um mich in die Apparatur einzuarbeiten, wiederholte ich f 
zunächst einige Reihen von Koether. Die Kurven hatten 
durchweg den erwarteten Verlauf. Es zeigte sich die starke 

1) Vgl. Schilling, Ann. d. Phys. 83. S. 23. 1927. e- se u 
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nicht zu verkennende Einfluß der Frequenz. Die Angabe 
folgender Tabelle möge genügen: 
Tabelle 1 ve 
Abhangigkeit der Beweglichkeit von der Temperatur 
AgCl 
m . em Volt 
sec T °C | a cm | — / —— 
sec cm 
0,05535 400 0,93 
0,05535 420 0,93 | 2,08 
0,05535 400 0,92 | 1,44 = 
0,05535 420 0,91 1,76 


In dieser und den nachstehenden Tabellen bedeutet: ¢ die 
aus der Rotationsgeschwindigkeit des Kommutators berechnete 
Felddauer in Sekunden, T die Celsiustemperatur, a den Platten- 


abstand in Zentimetern, b die Beweglichkeit. 


4 


b) Abhängigkeit der Beweglichkeit 


erwähnt, konnte man 
anordnung von Koether den Einwand erheben, daß die Kon- 
vektion der erwärmten Luft die Beweglichkeit der Ionen be- 
einflußt habe. Um dies zu prüfen, wurden einige Versuche mit 
der Anordnung von Koether gemacht; darauf wurde die Zelle 
gekehrt, wodurch die Konvektion herabgesetzt wurde, und bei 
im übrigen gleichen Versuchsbedingungen die Beweglichkeit 


von der Elektrodenabhängigkeit in der Zelle 


Wie bereits 


gegen die Versuchs- 


a * 


bes 


bestimmt. 
Tabelle 2 
Ag 
t T | a Zelle Gas | Bio 
| | 

0,05535 400 0,93 aufrecht gewöhnl. Luft 1,73 
0,05535 400 0,93 gekehrt AB 1,39 
0,05535 420 1,00 aufrecht = 4,01 
0,05535 420 0,93 gekehrt ” 2,08 
0,0461 426 0,83 aufrecht trockne Luft 3,20 
0,0461 432 0,82 gekehrt ” 2,45 


Aus dieser 


Die von Koether gemessenen Beweglichkeiten sind zu groß. 
Es erklärt sich dies daraus, daß bei Koether stets die Ionen 


Tabelle ergibt sich: 
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durch Konvektion der erwärmten Luft mit fortgerissen wurden 
und daher größere Strecken zurücklegten, als dem Feld allein 
entsprach. 

Die folgenden Versuche wurden stets mit gekehrter Zelle 
durchgeführt. 


ec) Abhängigkeit der Beweglichkeit von der Frequenz 


Koether hat bereits gefunden, daß die Beweglichkeit mit 
der Frequenz zunimmt. Meine Versuche mit der Anordnung 


von Koether und der neuen Anordnung, den gekehrten Elek- 
troden, bestätigen dies. 
Tabelle 3 
AgCl 
t 7 a Gas Zelle Deas 
0,05535 400 0,93 gewohnl. Luft aufrecht 1,73 
0,0369 400 0,96 1,85 
0,05535 385 1,00 3,31 
0,0369 385 1,20 er | u 3,71 
0,05535 400 0,92 trockne Luft gekehrt 1,44 
. 


0,0369 400 0,92 1,96 
0,05535 420 0,93 gewöhnl. Luft ie 2,08 
0,06458 420 0,93 
0,05535 370 0,65 trockner N, | 


0,0369 370 0,67 ” 


Tabelle 4 
AgCl, T = 385° C, a = 0,75 cm 


p 760 500 | 760 500 


1,40 | 1,48 


Trockne Luft t — 0.0369 1,67 =0,05535 


Gewöhnl. Luft 


1,60 


Es ergibt sich auch mit der verbesserten Methode: 

Die Beweglichkeit nimmt mit der Frequenz des Wechsel- 
feldes zu. 

Einen ähnlichen Einfluß hat bereits Todd?) bei positiven 
Ionen, die von Aluminiumphosphat ausgingen, beobachtet, 

1) Diese beiden Werte sind bei 199 mm Druck gefunden und auf > 
Normaldruck umgerechnet worden. Sie ergeben zusammen mit Tab. 4, 
wo die Beweglichkeiten auch auf 760 mm umgerechnet sind, für niedere 7 } 
Drucke ein Gleiches. 
2) C. W. Todd, Phil. Mag. 25. S. 163. 1913. 
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allerdings nur bei niederen Drucken. Er erklirt die Erscheinung 
durch die Annahme, daß bei großen Frequenzen den Ionen 
keine Zeit zur Bildung größerer Komplexe durch Anlagerung 
neutraler Moleküle (der Luft und des Salzdampfes) gelassen 
wird. Koether macht noch auf einen zweiten Umstand auf- 
merksam, der hierbei wirksam sein kann. Die in dem Salz 
langsam oder überhaupt nicht wandernden schweren, negativen 
Ionen bleiben auf der Oberfläche zurück und hindern daher 
den Austritt der positiven Ionen immer mehr. Daher wird die 
Hauptmenge der positiven Ionen jedesmal während der ersten 
Zeitabschnitte des anliegenden positiven Feldes entweichen, bei 
längerer Felddauer wird sich gegen Ende derselben die hemmende 
Wirkung der negativen Ionen bemerkbar machen und so eine 
Schwächung des Ionenstromes eintreten. Dagegen ist bei ge- 
nügend schnellen Wechseln in der jeweils nur kurzen Feld- 
dauer der Ionenstrom als gleichmäßig zu betrachten. Bei 
langer Felddauer wäre also der Vorgang der Ionenemission 
nicht ganz gleichmäßig, was darauf hinauskommt, daß die ge- 
messene Zeit zu groß ist; bei den kleinsten Wechselzeiten sind 
dann die Verhältnisse am richtigsten erfaßt. Die bei den 
kleinsten Zeiten gemessenen Werte wären dann die richtigsten. 
Wenn diese Annahme stimmt, dann liegen die Verhältnisse 
ähnlich, wie sie bei jeder Elektrolyse auftreten können; auch 
hier kann die Leitfähigkeit infolge von Polarisation gefälscht 
sein, wenn die Wechselzahl zu klein ist. 

Man kann diesen Gedankengang noch etwas anders fassen. 
Danach träte bei jeder Emission der positiven Ionen eine Ver- 
armung der Oberfläche an positiven Ionen ein, weil das Nach- 
strömen der positiven Ionen aus dem Innern nicht genügend 
schnell erfolgt. Tatsächlich hat Zentgraf!) eine Verarmung 
der Oberfläche festgestellt. Legt man z. B. 800 Volt an das 
Salz, beobachtet bis zum Gleichgewicht und vermindert dann 
die Spannung auf 2 Volt, so stellt man anfangs infolge der 
starken Verarmung überhaupt keine Emission fest; erst nach 
ungefähr 20 Min. erhält man die normale Emission. Es dauert 
somit in diesem Falle beträchtliche Zeit, bis die Verarmung 
wieder rückgängig wird. Bei meinen Versuchen kommen zur 
Berechnung der Beweglichkeit nur Spannungen zwischen 10 und 
40 Volt in Betracht, die Verarmung ist also lange nicht so groß, 


1) M. Zentgraf, Ann. d. Phys. [5] 2. S.320. 929. © 
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aber trotzdem wird sie sich geltend machen können, besonders 
da die Zeichenwechsel sehr schnell aufeinanderfolgen. 

Zugunsten dieser Auffassung sprechen auch die Messungen 
von Koether mit Silberchlorid (Tab. 2 seiner Arbeit), aus 
denen hervorgeht, daß der Einfluß der Frequenz mit der 
Temperatur abnimmt. Da nach Zentgraf die Verarmung um 
so größer ist, je niedriger die Temperatur ist, so zeigt sich auch 
hier ein Parallelismus. 

Versuche, welche ich anstellte, um die Beweglichkeit bei 
stark gesteigerten Frequenzen zu bestimmen und so die Er- 
klärung zu prüfen, scheiterten, da bei großer Umdrehungszahl 
Störungen auftraten, deren Beseitigung nicht gelang. 

Es wäre wünschenswert, wenn die Messungen etwa mit 
dem Hartleyschen Oszillator wiederholt würden.!) Solange 
aber diese Verhältnisse nicht geklärt sind, haftet meinen Be- 
weglichkeitswerten eine beträchtliche Unsicherheit an. 


d) Abhängigkeit der Beweglichkeit von der Feuchtigkeit 
Die folgende Tabelle gibt die Versuche wieder. Die Luft 


war durch Phosphorsäureanhydrid getrocknet. 


Tabelle 5 


AgCl 
t a Zelle Gas 
0,0461 416 0,95 aufrecht trockne Luft 2,71 
0,0461 416 0,94 Pr gewöhnl. ,, 2,18 
0,0369 400 0,94 En trockne „, 2,02 
0,0369 400 0,96 PR gewöhnl. ,, 1,90 
0,0369 385 0,75 gekehrt trockne „, 1,67 
0,0369 385 0,75 RR gewöhnl. ,, 1,60 
0,05535 385 0,75 Pa trockne ,, 1,48 
0,05535 385 0,75 = gewöhnl. ,, 1,33 
0,0461 426 0,80 aufrecht gewöhnl. ,, 3,11 
0,0461 426 0,83 a trockne „, 3,20 
0,0461 426 0,84 nie | trockne „, 3,55?) 
CdJ, 
0,0461 320 0,89 aufrecht trockne Luft | 2,64 
0,0461 315 0,78 A gewöhnl. ,, 2,11 


1) Vgl. H.B. Wahlin, Phys. Rev. 25. S. 630. 1925. 
2) Dieser Wert ergab sich am nächsten Tage nach l5stündiger 
Trocknung. 


r 
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Aus diesen Messungen ergibt sich: 

Feuchtigkeit setzt die Beweglichkeit herab. 
Es stimmt dieses Resultat mit den Ergebnissen der 

meisten Forscher überein. So fand Schilling!) auf Grund 
sehr sorgfältiger Versuche in Luft für den positiven Träger 
m  olt 
sec cm 
dampf) hinzutraten, sank der Wert auf 1,8. 


Sobald nur Spuren von Feuchtigkeit (Wasser- 


. e) Versuche in verschiedenen Gasen = 


Bei meinen Versuchen in verschiedenen Gasen wurde 
gleichzeitig der Druck variiert. Um die Beweglichkeit auf 
760 mm umzurechnen, benutzte ich das bekannte Gesetz: Die 
Beweglichkeit ist dem Druck umgekehrt proportional, welches 
bisher innerhalb des von mir gewählten Druckes stets be- 
stätigt worden ist. Hatte man die Beweglichkeit bei 760 mm 
Druck bei passend gewählter Temperatur bestimmt, so waren 
bei niederen Drucken bei derselben Temperatur die Strom- 
stärken außerordentlich groß; infolge der hierbei vor sich gehen- 
den Elektrolyse änderte sich das Präparat so schnell, daß 
Messungen nicht möglich waren (vgl. S. 63). Unter diesen 
Umständen blieb nichts anderes übrig, als die Temperatur 
herabzusetzen und die Beweglichkeit dann auf die gewünschte 
Temperatur umzurechnen. Wie ich hierbei verfuhr, werde ich 
später auseinandersetzen. 


1. Versuche in Kohlensäure 


Die Darstellung und Reinigung des Gases war die übliche.?) 
Da die Ionisationskammer sich während der Messung stark er- 
wärmte, wodurch adsorbierte Gase frei wurden, ist das Gas 
stets etwas verunreinigt. In der folgenden Tabelle sind die 
Versuche so aufgeführt, wie sie zeitlich aufeinanderfolgen. 
Unter big, steht der mit Hilfe des Gesetzes b-p = const auf 
760 mm umgerechnete Wert. 

Es fällt sofort auf, wenn man die Reihe b.,, betrachtet, 
daß selbst für dieselbe Temperatur verschiedene Werte der 
Beweglichkeit erhalten wurden, z. B. bei 380° 0,53 und 0,74, 
bei 317° 0,56 und 0,76. 


1) Schilling, a.a. O. 
2) Ludwig Moser, Reindarstellung von Gasen. 
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Silberchlorid in Kohlensäure 
t = 0,0369 
7 a b b-g0 bei 385° C 

408 0,67 758 0,90 0,90 0,79 
376 0,67 755 0,53 0,53 0,56 
353 0,62 499 0,67 0,44 0,55 
317 0,56 498 0,71 0,46 0,79 
280 0,56 297 0,52 0,20 0,56 
317 0,56 300 0,85 0,34 0,58 
280 0,49 100 1,59 0,21 0,58 
380 0,66 499 0,83 0,53 0,54 
380 0,68 300 1,87 0,74 0,76 
316 0,61 100 2,50 0,33 0,57 
280 0,59 30,3 5,39 0,21 0,59 


Um die Zahlen miteinander vergleichen zu können, müssen 
sie alle auf dieselbe Temperatur reduziert werden. Suther- 
land, Lenard u.a.!) haben Formeln für die Beziehung zwi- 
schen Wanderungsgeschwindigkeit und Temperatur abgeleitet. 
Fast alle Theorien verlangen, Unveränderlichkeit der Ionen 
vorausgesetzt, umgekehrte Proportionalität der Beweglichkeit 
mit der Quadratwurzel aus der absoluten Temperatur, also 


1 . . . 
b~ Ve Danach ändert sich die Beweglichkeit für Tempe- 


raturen zwischen den von mir benutzten Temperaturen, un- 
gefähr 300—400° C, nur wenig. 

Bei meinen Versuchen sind die Temperaturverhältnisse 
nicht ganz durchsichtig. Das Ion verläßt das Salz mit hoher 
Temperatur und kühlt sich allmählich durch Zusammenstöße 
mit den Gasmolekülen ab. Die in der Nähe des erhitzten 
Salzes sich befindende Luft hat auch eine höhere Temperatur 
als die weiter abliegende. Bei Änderung der Temperatur des 
Salzes wird auch die Temperatur der Luft eine andere werden. 
Man weiß daher nicht, welche Temperatur man in die Formeln 
einsetzen muß.?) Ich trug die b.., in ein Koordinatennetz ein 


1) Vgl. Handbuch der Experimentalphysik von Wien und Harms, 
Bd. XIII, 1. Teil, 1929: Die Ionenleitung in Gasen. Handbuch der 
Physik von Geiger und Scheel, Bd. XXII, 1926. Przibram, Die 
Ionen in Gasen. 

2) Ferd. Koether findet ebenfalls eine sehr starke Änderung der 
Beweglichkeit mit der Temperatur, selbst nur bei Änderungen um 35°. 
Diese starke Änderung läßt sich nur durch Vereinfachung der Cluster 
erklären. 
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(als Abszisse die Temperatur) und erhielt Fig. 2. Die beiden 
Geraden schneiden die Abszisse ungefähr bei 220° C, der Tempe- 
ratur, bei der das Salz Ionen auszusenden beginnt. Mit Hilfe 
der Geraden berechnete ich die Beweglichkeiten für 385° C und 
erhielt so die Werte in der letzten Spalte der Tab. 6. 


. Tabelle 7 


AgCl, T = 385° C, t = 0,0369 


p 760 500 300 100 30 Mittelwert 


. Gruppe 0,79 0,79 0,76 
2. Gruppe 0,56 0,55 0,57 


A 


Beweglichkeit | 
x 700 


| | | | 
40 280 WO S20 HO 30 


Abhängigkeit der Beweglichkeit von der Temperatur 
Fig. 2 


er Aus Tab. 7 und Fig. 2 erkennt man: + sis 


1. Man erhält in Kohlensäure für die Beweglichkeit zwei 
diskrete Werte. 
. . . . 7 
2. Die Beweglichkeit nimmt mit der Temperatur stark zu. 
Die Frage nach verschiedenen diskreten Beweglichkeits- 
gruppen ist auch heute noch nicht geklärt. Vereinzelte 
Forscher nehmen auf Grund von Knicken in ihren Kurven 
verschiedene Gruppen an. Meist handelt es sich dabei um die 


70 | 
4 
| 
0,78 
oss 
4 
| 
40 
20 
0 
— 
20 U 
_ 


Uber die Beweglichkeit von Ionen in Ionenstrahlen 71 


Beweglichkeit negativer Ionen. Für positive Ionen glaubt 
Wahlin!) diskrete Gruppen der Beweglichkeit festgestellt zu 
haben. 
2. Versuche in Luft 
Die Versuche in Luft bei niederen Drucken wurden mit 
gewöhnlicher Zimmerluft und mit getrockneter Luft gemacht. 
Zur Trocknung wurde die Luft durch zwei Waschflaschen mit — 
konzentrierter Schwefelsäure und zwei U-förmig gebogene, mit | 
Phosphorsäureanhydrid gefüllte Glasrohre geleitet. Tab. 8 gibt — 
die Versuche wieder, die bis auf eine Ausnahme (1,81) bei der 
gleichen Temperatur erhalten wurden. 
Tabelle 8 
AgCl, t = 0,0369 sec, T = 385° C, a = 0,75 cm 


p 760 499 299 Mittelwert 
Trockne Luft 1,81?) 1,67 1,71 1,73 
Gewöhnl. Luft — 1,60 1,67 1,64 


In Tab. 9 sind einige Werte, die ich bei anderer Wechsel- 

zeit erhielt, mitgeteilt. 
Tabelle 9 

AgCl, T = 385° C, a = 0,75 cm, t = 0,05535 sec 


760 500 Mittelwert 

Trockne Luft 1,45 | 1,48 | 1,47 
Gewohnl. Luft 1,27 1,33 1,30 


Die Drucke konnten nicht weiter variiert werden, da die 
Ströme zu stark wurden (vgl. S. 68). Aus den Tabellen 
ergibt sich: 

Feuchtigkeit setzt die Beweglichkeit herab. 


3. Versuche in Stickstoff 
Der Stickstoff wurde einer Bombe entnommen und in be- 
kannter Weise gereinigt. Über den Reinheitsgrad des erhaltenen 
Gases gilt das früher Gesagte. 
Aus der Tabelle ergibt sich: 
Auch in Stickstoff nimmt die Beweglichkeit mit der Tempe- 
ratur sehr stark zu. 


1) H. B. Wahlin, Proc. Nat. Acad. Amer. 10. S. 475. 1924; Phil. 
Mag. 49. S. 566. 1925. Die Literatur über diese Frage ist bis in die neueste 
Zeit zusammengestellt von J. Zeleny, Phys. Rev. 34. S. 310. 1929. 

2) Umgerechnet aus 1,96 bei 7 = 400°C (a = 0,92). 
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Tabelle 10 
AgCl. t = 0,0369 sec 


a pP | b | 
422 0,84 749 1,39 1,37 4 
416 0,68 761 1,01 1,01 
406 0,75 598 23 0,97 
399 0,64 499 1,65 
370 0,67 199 2,68 0,70 
342 0,63 99,6 3,05 0,40 
298 0,64 50,1 8.72 0,25 
298 0,64 20,1 3,67 O10 | 


a $5. Schluß 
Meine 


Messungen beweisen, daß die von Koether ge- 
fundenen Werte für die Beweglichkeit der Ionen in Ionen- 
strahlen zu groß sind. Die Größenordnung ist aber richtig. 
Aber auch meine Zahlen können aus den in der Abhandlung 
mitgeteilten Gründen auf Präzision keinen allzu großen An- 
spruch machen. 

§ 6. Zusammenfassung 

1. Die von Koether gemessenen Beweglichkeiten sind zu 
groß. Es erklärt sich dies daraus, daß die Ionen bei Koether 
stets durch Konvektion der erwärmten Luft mit fortgerissen 
wurden und daher größere Strecken zurücklegten, als dem 
Felde allein entsprach. 

2. Die Beweglichkeit nimmt mit der Frequenz des Wechsel- 
feldes zu. Es mag dies daher rühren, daß bei schnelleren 
Wechseln die Ionen keine Zeit haben, größere Komplexe zu 
bilden. Wahrscheinlich spielt hierbei aber noch ein zweiter 
Umstand, die Polarisation des Salzes, eine Rolle. 

3. Feuchtigkeit setzt die Beweglichkeit herab. 

4. Die Beweglichkeit ändert sich sehr stark bei Erhöhung 
der Temperatur des erwärmten Salzes. 

5. Silberionen in Kohlensäure zeigen zwei diskrete Werte 
der Beweglichkeit. 

Der Helmholtz-Gesellschaft danke ich für die mir zur 
Verfügung gestellten Mittel. Hrn. Geheimrat G. C. Schmidt, 
auf dessen Veranlassung ich die Arbeit begann, bin ich für seine 
Hilfe und Förderung zu größtem Dank verpflichtet. 

Münster i. W., Physikalisches Institut, im März 1930. 


(Eingegangen 12. März 1930) 
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Aufere lichtelektrische Wirkung an Halbleitern 
Von R. Fleischmann‘ 


(Mitteilung aus dem Physikalischen Institut der Universität Erlangen) 


(Mit 17 Figuren) 


An Sulfid und Halogeniden des Silbers, den Oxyden des Kupfers, 
sowie an Fuchsin und Cyanin wird die äußere lichtelektrische Wirkung 
untersucht. Es soll dabei ermittelt werden, ob die lichtelektrischen Eigen- 
schaften je nach Art der Elektrizitätsleitung verschieden sind. Die Ver- 
suche ergaben übereinstimmendes Verhalten von Elektronen- und Ionen- 


leitern. 

Die Einzelergebnisse sind in der Zusammenfassung am Schluß auf- 
geführt. 

Inhalt: $1. Die Fragestellung. — $ 2. Die Versuchsanordnung für 


die Messung der Höchstenergie. $ 3. Das Meßverfahren für die Höchst- 
energie. — $4. Die Meßergebnisse für die Höchstenergien. — $5. Die 


Versuchsanordnung für die spektrale Verteilung der absoluten Ausbeute. 
— $6. Die Meßergebnisse für die spektrale Verteilung der Ausbeute. — 
$ 7. Schlußfolgerungen. — Zusammenfassung. 


$1. Fragestellung 

Während an Metallen die äußere lichtelektrische Wirkung 

in den letzten 20 Jahren eingehend untersucht wurde, liegen an 
Metallverbindungen, organischen Stoffen usw. keine ent- 
sprechend verwertbaren Messungen vor.?) Aus den ersten 
Jahren lichtelektrischer Forschung weiß man nur, daß auch 
von Nichtmetallen unter der Einwirkung ultravioletten Lichtes 
Elektronen?) ausgesandt werden. Da immer wieder die Meinung 


1) Erlanger Dissertation. a 
2) Vgl. A. Becker im Handbuch der Experimentalphysik XXIII, 2; 
S. 1350; B. Gudden, Lichtelektrische Erscheinungen. S. 110. Springer, — 
Berlin. 
3) R. Reiger, Ann. d. Phys. 17. S. 947. 1905. BAT 
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vertreten wird), daß die durch das Licht aus Metallen aus- 
gelösten Elektronen ungebundene metallische Leitungselektronen 
seien, erscheint es wichtig, einmal zu prüfen, ob sich Metalle 
lichtelektrisch anders verhalten als Halbleiter, zumal als solche 
mit Ionenleitung. 

Die äußere lichtelektrische Wirkung an Metallen ist im 
wesentlichen gekennzeichnet durch die lineare Beziehung 
zwischen Energie der ausgelösten Elektronen und Frequenz 
des auffallenden Lichtes, eine langwellige Grenze und eine Aus- 
beute, die von da aus mit zunehmender Frequenz schwach be- 
schleunigt ansteigt und im Spektralgebiet um 220 mu, über das 


die früheren Messungen im allgemeinen nicht hinausgehen, 
srößenordnungsmäßig 10-10" beträgt. 

Die Aufgabe besteht also in der Feststellung, ob gleiche 
(resetzmäßigkeiten auch außerhalb der reinen Metalle bzw. 
Elektronenleiter gelten. Wenn es der Fall ist, so kann kein 
Rückschluß von den lichtelektrischen Beobachtungen auf die 
Natur der Leitfähigkeit und umgekehrt gezogen werden. 

Da es sich um ein noch wenig durchforschtes Gebiet handelt, 
in dem ein Überblick zu gewinnen ist, konnte zunächst auf 
wirkliche Entgasung der Oberfläche, unbedingte Reinheit der 
Stoffe oder weitgetriebene absolute Genauigkeit und dergl. ver- 
zichtet werden. Auch bei den Metallen sind die obengenannten 
kennzeichnenden lichtelektrischen Eigenschaften von der Ober- 
flächenbeschaffenheit unabhängig. 

Der naheliegende Gedanke Isolatoren zu untersuchen in der 
Erwartung hier, wie bei der inneren lichtelektrischen Wirkung 
besonders einfache Verhältnisse vorzufinden, scheidet aus, da 
durch die Abspaltung von Elektronen derartige Oberflächen- 
ladungen entstehen, daß der weitere Elektronenaustritt ge- 
hemmt wird. Die in früheren Jahrzehnten versuchten Maß- 
nahmen: Anfeuchtung der Oberfläche, Beschießung mit Katho- 
denstrahlen oder Zutretenlassen ionisierter Luft kommen nach 
unserer heutigen Einsicht nicht mehr in Frage, da sie die Ober- 
flächen völlig ändern; langem Abwarten und Anwendung sehr 
schwachen Lichtes stehen zum mindesten sehr große meBtech- 


1) L. Nordheim, Phys. Ztschr. 30. S. 177. 1929; G. Wentzel, 
Probleme der modernen Physik (Sommerfeld-Festschrift) S.79; Lukirsky 
u. Prilezaev, Ztschr. f. Phys. 49. S. 239. 1928. euer: 
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nische Schwierigkeiten entgegen; der Schwebekondensator 
kommt für unsere Fragestellung nicht in Betracht. 

Unter Berücksichtigung dieser Tatsachen scheint es richtig, 
die aufgeworfene Frage durch Messungen an Stoffen zu klären, 
deren Leitfähigkeit (elektrolytisch oder elektronisch) noch einen 
für lichtelektrische Beobachtungen gut ausreichenden Wert 
besitzt. 

Ausgewählt wurden solche Stoffe, deren Leitungsart näher 
bekannt ist, oder deren Untersuchung wegen älterer Beobach- 
tungen wünschenswert erschien. Zunächst wurden untersucht 
die Schwefel- und Jodverbindung des Silbers, deren Leitungsart 
Tubandt!) weitgehend aufgeklärt hat. 

Nach seinen Beobachtungen ist AgJ bei allen Tempera- 
turen ein reiner Jonenleiter. Für Ag,S glaubt Tubandt 
oberhalb des bei 179° liegenden Umwandlungspunktes min- 
destens zu 99,9 Proz. Ionenleitung bewiesen zu haben; unter- 
halb dagegen ist es nach seinen Messungen ein gemischter Leiter 
mit zunächst ?/, elektrolytischem Anteil; mit sinkender Tempe- 
ratur tritt die Elektronenleitung weiter zurück und beträgt bei 
Zimmertemperatur weniger als 5 Proz. An Ag,S wurden daher 
lichtelektrische Messungen bei verschiedenen Temperaturen an- 
gestellt. 

Weiter wurden untersucht CuO und Cu,O als Beispiele für 
Stoffe mit wahrscheinlich rein elektronischer Leitung jedoch 
geringer und unter sich sehr verschiedener Konzentration der 
Leitungselektronen, über die hier auch andere Untersuchungen 
im Gange sind, ferner die Ag-Halogenide AgCl und AgBr als 
weitere unbestrittene Ionenleiter, schließlich Fuchsin und Cyanin 
als Proben organischer Substanzen, weil an ihnen früher mehr- 
fach Messungen ausgeführt worden waren. 

Alle diese Stoffe haben eine für lichtelektrische Messungen 
gut ausreichende Leitfähigkeit. 

Während die spektrale Verteilung der Ausbeute im abso- 
luten Maß bei allen genannten Stoffen bestimmt wurde, teils 
auf absorbierte, teils auf auffallende Energie bezogen, wurden 
Höchstenergien aus unten angegebenen Gründen vorerst nur an 
AgJ und Ag,S gemessen. 


1) C. Tubandt, Ztschr. f. anorg. Chem. 117. 8.1 u. 48, 1921; 
und besonders 160. -S. 222. 1927. 
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§ 2. Die Versuchsanordnung für die Messung der Höchstenergie 


Das Versuchsgefäß (Fig. 1a) bestand bei den Messungen 
der Höchstenergie aus einer innen versilberten Glaskugel von 
rund 12 em Durchmesser mit eingeschmolzener Kontaktdurch- 
führung; sie besaß drei Ansätze, einen mit aufgekittetem Quarz- 
fenster, einen mit auswechselbarem Schliff zur Einführung einer 
zentralen Elektrode und einen dritten Ansatz zur Pumpe. Als 
zentrale Elektrode diente eine Silberkugel von 1 em Durch- 
messer, die an einem Silberdraht mit Bernstein isoliert durch 


b) Versuchsgefiib für die meisten Bestimmungen der 
spektralen Verteilung der Ausbeute 


Fig. 1 


den Schliff eingeführt war. So entstand ein gut radiales Feld, 
wie es für Messungen von Höchstgeschwindigkeiten unerläß- 
lich ist.) 

Mehrere Stunden vor Beginn der Messungen wurde das Ver- 
suchsgefäß mit einer zweistufigen Volmerschen Quarzpumpe 
auf < 10-5 mm Hg ausgepumpt. Die zwischengeschaltete Aus- 
friertasche war meist mit fester Kohlensäure, manchmal auch 
mit flüssiger Luft gekühlt. Vollständiges Ausheizen war mit 
tiicksicht auf die Kittstellen nicht möglich. Zur Kittung oder 
Sehliffdiehtung wurde Siegellack verwendet; Fettdichtung 


1) P. Lukirsky u. S. Prilezaev, Ztschr. f. Phys. 49. S. 239. 1928. 
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wurde vermieden. Der Hochvakuumteil konnte durch einen 
Hg-Verschluß abgesperrt werden. 

Das Versuchsgefäß war durch einen dem Gefäß angepaßten 
elektrischen Ofen heizbar, die Kittstellen waren dabei mit 
Wasser gekühlt. Zur Temperaturmessung diente ein Thermo- 
element zwischen Kugel und Ofen, das unter den gleichen Be- 
dingungen, unter denen es bei der Messung verwendet wurde, 
mit einem am Ort der zentralen Elektrode befindlichen Hg- 
Thermometer verglichen war. 

Herstellung der Schichten: Je nach Bedarf wurde die Ober- 
fläche der zentralen Elektrode oder der Innenversilberung durch 
Einwirkung von Schwefelwasserstoff bei erhöhter Temperatur 
oder von Joddampf in Ag,S bzw. AgJ überführt. 

Die optische Einrichtung: Als Lichtquelle, vor allem für das 
Gebiet von 241—185 mu, diente eine Luftfunkenstrecke zwischen 
Ag, Zn, Cd, Al und Mg-Elektroden, die mit Parallelkonden- 
satoren von etwa 0,01 uF über einen Transformator mit 50- 
periodigem Wechselstrom betrieben wurde. Gelegentlich konnte 
eine Quecksilberlampe verwendet werden. Das Licht wurde 
durch einen Doppelmonochromator mit Quarzoptik zerlegt. 

Als elektrisches Meßinstrument wurde ein Einfadenelektro- 
meter (Empfindlichkeit 1 Volt = 20—100 Skt.) verwendet, mit 
dessen Hilfe die Aufladung des Versuchsgefäßes mit oder ohne 
Parallelschalten eines Kondensators gemessen wurde. 


Schutz gegen elektrische Schwingungen: Bestimmungen der 
Höchstenergie mit Funkenlicht sind bekanntlich der Gefahr 
großer Störungen durch Schwingungspotentiale ausgesetzt.!) 
Funkenstrecke und Transformator waren daher in einem all- 
seitig geschlossenen Blechgehäuse untergebracht. Auch diese 
Abschirmung genügt noch nicht, wenn, wie in unserem Fall, mit 
Stromzuleitung von außen gearbeitet werden muß; deshalb stand 
das Versuchsgefäß samt Ofen und Elektrometer nochmal in 
einem geschlossenen, außen geerdeten Blechkasten. Daß nun- 
mehr Störungen durch Funkenpotentiale bis auf 0,02 Volt ver- 
mieden waren, zeigt Tab. 1, die mit Funken- und Bogenlinien 
aufgenommene Werte der Höchstaufladung enthält. In graphi- 
scher Darstellung ergibt sich eine glatte Kurve (Fig. 5) 


1) R. Pohl u. P. Pringsheim, Verhandl. d. D. Phys. Ges. 14. 
S. 974. 1912. 
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— Tabelle 1 (dazu Figg. 3 u. 5) 


Höchstaufladung von Silber gegen Silber als Auffänger. 


V — V, 

| Vi, V (direkt mit 

| („indirekt“) Funkenlicht) 
254 0,27 0,27 
250F 0,36 0,35 
231 F | 0,74 0,76 0,02 0,01—0,02 
230 B 0,72 0,77 0,05 
214 F 1,12 1,19 0,07 0,05—0,08 
210 F 1,24 1,31 0,07 
203 F 1,40 1,51 0,11 0,08—0,13 
197 B 1,52 1,68 0,16 
193 F 1,62 1,81 0,19 0,18—0,23 
185 B 1,76 2,03 0,27 
185/6 F 1,80 2,09 0,29 


Die Werte für 4 V sind in Fig. 3 aufgetragen. Mit B und F sind die 
Linien des Hg-Bogens von den Funkenlinien unterschieden. V, sind die 
abgelesenen Höchstaufladungen, V,,, die nach der Gl. e V = hv — p be- 


rechneten. (Näheres über die Riickstromkorrektur 4 V in § 3.) 
§ 3. Meßverfahren für die Höchstenergien 


Die Messung der Höchstenergien geschah nach dem Gegen- 
feldverfahren in der von Lukirsky!) angegebenen verbesserten 
Form. Der wesentliche Fortschritt bei Lukirsky besteht in 
der Berücksichtigung des Rückstroms. Dieser entsteht durch die 
Aussendung von Elektronen am Auffänger und ist durch die 
unvermeidbare Lichtreflexion am bestrahlten Körper und die 
Zerstreuung von Licht (z. B. am Quarzfenster) verursacht. 

Der Rückstrom ist in den Spektralgebieten besonders stark, 
in denen der vom Quarzfenster auf den Auffänger gestreute 
Lichtanteil groß ist (etwa für 2 < 250 mu) oder der Auffänger 
eine große Ausbeute besitzt (ebenfalls bei kurzen Wellenlängen ; 
bei Alkalimetall auch im selektiven Gebiet); bei Messungen in 
Spektralgebieten mit geringer lichtelektrischer Ausbeute des 
Auffängers ist er ohne wesentliche Bedeutung. Bei den hier vor- 
nehmlich in Frage kommenden Wellenlängen unterhalb 240 mu 
kann seine Nichtberücksichtigung die Messung der Höchst- 
energie erheblich verfälschen; die Höchstenergien werden dann 
immer zu klein gefunden, ebenso der Wert für die Planeksche 
Konstante. Aus Messungen von Chien Cha?) z. B., der an Pt 
1) Lukirsky u. Prilezaev, Ztschr. f. Phys. 49. S. 236. 1928. 

2) Chien Cha, Phil. Mag. (6) 49. S. 262. 1925. Ka 
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bei den Wellenlängen 253,7; 215,0; 184,9 mu die Höchstenergien 
bestimmte, ergeben sich für die Plancksche Konstante die 
Werte 6,80 oder 6,03-10-?° Ergsee, je nachdem man die ersten 
beiden oder die letzten beiden Wellenlängen benützt, also der 
kleinere Wert für die kürzeren Wellenlängen; für den ersten und 
letzten erhält man 6,41-10-?7, 

Die beiden Skizzen in Fig. 2 geben einen Überblick. 

Die erste zeigt eine beobachtete Kurve, die zweite die 
Zerlegung in wahren Strom (1) und Rückstrom (2). V„ist das 


Verlauf des lichtelektrischen Stromes zwischen bestrahlter Kugel und 
Auffangekugel (Versuchsgefäß Fig. 1a) 
a) Beobachtbarer Verlauf; Summe aus wahrem Strom und Riickstrom — 
b) Wahrer Strom i, (1) und Rückstrom i, (2) getrennt; die punktierten | 
Kurven gelten für eine größere Wellenlänge 
V„ beobachtetes Haltepotential, V„ wahre Höchstenergie 
Abszisse = Spannung, Ordinate = Strom, i, = Sättigungsstrom 


Fig. 2 


Haltepotential, bei dem Gleichgewicht zwischen beiden Strom- 
anteilen besteht, V,„ ist das gesuchte Höchstpotential. Die 
Korrekturgröße V,,, — V, soll mit A V bezeichnet werden. Die | 
beiden Kurvenpaare auf Fig. 2b gelten für verschiedene Wellen- 
längen. Bei kürzerer Wellenlänge unterscheidet sich V’, und J, 
bei gleichem Rückstrom stärker. Der Rückstrom hängt unter 
anderem vom Verhältnis der Ausbeuten des Senders und Auf- 
fängers und von dem Betrag des Streulichtes ab, der mit ab- 
nehmender Wellenlänge zunimmt. Bei A (dem Punkt des Ab- — 
sinkens der Stromkurve vom Sättigungswert) ist das wahre Feld 
Null. Der Abszissenabstand des Punktes X von 0 Volt (nicht 
eingetragen) ist der Kontaktpotentialdifferenz gleich. 
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Um einen Anhalt über Größe und Wellenabhängigkeit des 
Rückstromeinflusses 4 V zu geben, enthält Tab. 1 und Fig. 3 
eigene Bestimmungen an Silber (massives Metall) mit Silber 
(Glasversilberung) als Auffänger.!) Die Größe des Betrages mag 
überraschen, ist aber mehrfach bestätigt. 

Die gesuchte, wahre Höchstenergie wird erst erhalten, wenn 
das Höchstpotential von A aus gezählt wird, also wenn zu der 
gemessenen Höchstaufladung der Kontaktpotentialunterschied, 
der zwischen bestrahltem Körper und Auffänger besteht, hinzu- 
gezählt wird. Diesen genau zu bestimmen macht Schwierigkeit, 


we . 
ar 
U 
186/85 mu 


Abhängigkeit der wegen des Rückstroms an der Höchstaufladung 
anzubringenden Korrektur 4V von der Wellenlänge 

Mit Kreuzen sind die indirekt erhaltenen Werte eingetragen, 
mit Rechtecken die direkt gefundenen (Unsicherheitsbereich) 


Fig. 3 


denn der „Knick“ bei K (Fig. 2a und b) ist nicht sehr deutlich 
ausgeprägt. Es ist zwar auch möglich den Rückstrom bis zum 
Punkt unter K, wo er Null werden muß, zu verfolgen (dazu läßt 
man das Licht durch Verstellen der letzten Linse an der inneren 
Kugel vorbei auf den Auffänger fallen), es ergab sich aber wegen 
später zu besprechender Störungen (vgl. Ende von § 3) keine 
höhere Genauigkeit. 


1) Die direkten Bestimmungen sind wegen der Schwankungen des 
Funkenlichts ziemlich ungenau. Daß lichtelektrische Höchstgeschwindig- 
keitsmessungen bei Berücksichtigung der Rückstromkorrektur den rich- 
tigen Wert für Ah liefern, ist durch die Messungen von Lukirsky und 
Prilezaev sichergestellt. Man kann daher den Unterschied der ge- 
messenen unkorrigierten Höchstenergien der Tab. 1 von den nach dem 
Gesetz eV = h(v — ») berechneten, als Rückstromkorrektur AV an- 
sehen; so sind die mit Bogenlinien gewonnenen („indirekten“) Werte 
von AV entstanden. 
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Näheres über die Rückstromkorrektur: Die Bestimmung von 
V„ geschieht nach Lukirsky und PrileZaev folgendermaßen: 
Der graphisch bis unter K (vgl. Fig. 2) extrapolierte Rückstrom 
wird zum beobachteten Wert von 7 jeweils hinzugezählt; man 
erhält dadurch den wahren Strom i,,. 

Nach den Messungen der beiden Verff. wird der Verlauf des 
wahren Stromes in guter Näherung durch eine Parabel dar- 
gestellt!), die beim gesuchten JV’,, die Abszisse berührt. Um den 
Berührpunkt genauer zu finden, wird statt i,„ die Quadratwurzel | 
daraus aufgetragen; die Kurve verwandelt sich dadurch in eine 
Gerade, die an der gleichen Stelle einen Schnittpunkt besitzt. 

Wegen der Umständlichkeit des Verfahrens besteht der 
Wunsch nach einer abgekürzten Bestimmung von AV. 

Für den wahren Strom 7,, und für den Rückstrom iz kann 
man folgende Gleichungen ansetzen: 

i, =a(V, — V)? und ig =c(V —V’), 
wo c die mittlere Steigung?) von 7g mit I’ zwischen V,, und V, 
bedeutet, d. h. die Steigung einer zwischen JV’,, und V, mit i,. 
praktisch übereinstimmenden Geraden, deren Schnittpunkt mit 
der Abszisse V’ genannt wird. 

Die beiden Anteile i, und i, können in willkürlichen, aber 
übereinstimmenden Einheiten ausgedrückt werden. Meine Mes- | 
sungen sind mit Hilfe eines Chronographen (Morseschreibers) je 
an einer einzigen Aufladung und Entladung (Rückstrom!) durch- _ 
geführt. Der Strom wird in diesem Fall durch graphisches Diffe- : 
renzieren gefunden. Der Rückstrom muß besonders bei kurzen 
Wellenlängen bis in die nächste Nähe von V,, aufgenommen 
werden. Bei genügender Meßgenauigkeit könnte man sich sogar 
auf die Bestimmung des Rückstromverlaufes beschränken und 
V,, aus dessen Knick finden. 

Die Konstante a muß zunächst einer näheren Betrachtung | 
unterzogen werden. Sie ist abhängig von der Größe des Sätti- 


1) Aus den jüngst von H. Teichmann veröffentlichten Versuchen 
(Ann. d. Phys. [5] 1. S. 1069. 1929) läßt sich eine Bestätigung dafür ab- 
leiten. Besonders die in seinen Tabellen 2 und 4 stehenden Werte liefern 
nach Abzug des aus den Angaben des Verf.s zu entnehmenden Rück- 
stroms für ]/i,, als Funktion von V recht genaue Gerade. 

2) ix steigt nach meinen Messungen beschleunigt, nach Lukirsky 
und PrileZaev verzögert. In jedem Fall ersetzt man die Kurve durch 
eine in der Nähe von V, und V,, übereinstimmende Gerade. 


Annalen der Physik. 5. Folge. 5. 6 
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gungsstromes und von der Wellenlänge. Bei kürzeren Wellen (bei 
größerem V,,) wird die Kurve in die Breite gezogen, a also 
kleiner. Wir wollen die genaue Abhängigkeit aufsuchen. 

a, sei der einem Sättigungsstrom ı,—=1 und V„=1 ent- 
sprechende Wert von a. Zunächst werde nur V,, verändert. 

Der Strom i(V) ist das Integral der Geschwindigkeits- 
verteilung. Diese ist (z.B. nach Lukirsky?) in der Nähe von 
V„ mit guter Genauigkeit eine lineare Funktion von V,, — V; 
sie ist merklich wellenlängenunabhängig, wenn die Spannungs- 
werte in Bruchteilen von V'„ gemessen werden; daher muß auch 
der Stromverlauf in Abhängigkeit von V/V,, wellenlängen- 
unabhängig sein. In veränderter Form lautet die obige Glei- 
chung 


w m 7 


Hier ist also a: Vin? eine er ), die für V„ = 1 den Wert a, 


besitzt; daher gilt a = . Änderungen des Sättigungsstromes 


2 
vergrößern oder verkleinern den Stromverlauf und damit auch 
. . . . 
a proportional. a ergibt sich somit aus a = = >=" 


Der direkten Messung zugänglich ist das Haltepotential V,, 
das dem Gleichgewicht von i, und iz entspricht. Es gilt dort 


Wir ask für a den oben erhaltenen Wert ein und erhalten 


r r /e(Vi— 


Sei = 4, dann gilt wegen V„=V,„+4AV 


ts 
r 1 5. 


Es muß also das Haltepotential V,, der Verlauf des Rück- 
stromes (c, V’), der Sättigungsstrom i, bestimmt werden und a, 
bekannt sein. Für a, erhielt ich bei Silber Werte zwischen 1,0 
und 1,5. 


AV = 


1) Ztschr. f. Phys. 49. S. 254. Figg. 11—13. 
2) Hinsichtlich Wellenlänge und V,,. 
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Um einen Überblick über die Genauigkeit zu geben, sollen a 


für die in Tab. 1 und Fig. 3erwähnte Bestimmung beiA=193mu 
Einzelheiten angegeben werden. Es war t = 0,011; V, = 1,62; 
V’=0,20. Wird 

ag =1,00; 1,25; 1,50 
gesetzt, so ist A = 0,125; 0,112; 0,102 
=0,281; 0,205; 0,18 
= 1,85; 1,825; 1,80. 


Die beträchtliche Unsicherheit von a, läßt somit zwar bei A VO 
noch einen Fehler von 12 Proz. zu, bei der gesuchten Höchst- 
energie aber nur noch einen solehen von 1,4 Proz. a 

Temperaturabhängigkeit der Höchstenergie: Falls am Um- 
wandlungspunkt des Ag,S eine Änderung der Austrittsarbeit 
eintritt, so könnte man zunächst bei temperaturabhängiger 
Messung einen Sprung in der Höchstaufladung vermuten. Diese 
Erwartung ist aber irrig, falls sich die Halbleiter wie Metalle 
verhalten. Das ergibt sich aus folgenden Überlegungen, die so 
ausführlich gegeben werden, weil sie trotz ihrer Einfachheit wegen 
des Vorzeichens immer wieder Schwierigkeiten verursachen. 

Nach den Messungen von Millikan!) [bestätigt von 
Lukirsky?)] ist der Kontaktpotentialunterschied, der zwische 


und 


zwei leitend verbundenen Metallen besteht, K,, = = (dog — 901) 
WO ¥%, und vp die Grenzfrequenzen beider Metalle bedeuten. 
Die Substanz mit der größeren Grenzwellenlänge (1) ist posi- 
tiver. Kj, ist positiv, wenn Stoff 1 positiv gegen Stoff 2 ist. 
Das am Elektrometer abgelesene Höchstaufladungspotential V,,, 
setzt sich zusammen aus dem wahren Höchstpotential V und 
dem Kontaktpotentialunterschied K,,. Es ist also 

Wir betrachten die Höchstaufladungen an zwei verschie- 

denen Körpern gegen den gleichen Auffänger aus Stoff 4. y. : 
+ Ky) =hr—hyg 

Durch Subtraktion — Vous + Ku — Key) = Ira 


os Millikan, Phys. Rev. (2) 18. S. 236. 1921. 
ukirsky, Ztschr. f. Phys. 49. S. 236. 1928. 


ig 
= 
> Pr 


Nun ist 
und 
e os — %)= = 


Durch Einsetzen in die letzte seit folgt V4, = Ving oder 
in Worten: Die Höchstaufladung gegenüber demselben metal- 
lischen Auffänger ist für sämtliche Metalle gleich; die Ände- 
rungen der Elektronenenergien und die des Kontaktpotentials 
heben sich stets auf.!) 

Das gemessene Höchstpotential des bestrahlten Stoffes wird ?) 
nur durch die langwellige Grenze des Auffängers bestimmt. 
Im Fall, daß als Auffänger zwei verschiedene Stoffe 3 und 4, 
als bestrahlte Substanz in beiden Fällen der gleiche Stoff 1 ge- 


wählt wird, gelten folgende Beziehungen, wo unter V,,; und V,,; 


die Héchstaufladungen von Stoff 1 verstanden werden, je nach- 
dem Stoff 3 oder 4 als Auffänger gegeniibersteht : 


e (J + Ky3) =hv — hy 
Durch Subtraktion e « = + Ks — Ky) = 9 
oder pe _ =Ka-Kı 
und obige schließlich — > 


In Worten: Die Höchstaufladung ist?) um so größer, je 
kleiner die Grenzfrequenz (oder je größer die Grenzwellenlänge) 
des Auffängers ist. 

Die beiden Figg. 4a und b geben eine Übersicht. Die 
Ordinaten bedeuten die am Elektrometer abgelesenen Höchst- 
aufladungen (Höchstenergien), also nicht die wahren durch Be- 
rücksichtigung des Kontaktpotentialunterschiedes verbesserten 
Werte. Im Fall der Figg.4a u. b liegt /, für die Auffänger 
durchweg weiter im kurzwelligen Gebiet als für die Sender. 


1) Statt 1, 2 und 4 können natürlich allgemeine Zeichen p, q, r ge- 
setzt werden. 


2) Bei einer bestimmten Wellenlänge. 
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Wir sehen, daß eine Änderung der Austrittsarbeit, die mit 
Verschiebung der langwelligen Grenze und genau entsprechen- 
dem Kontaktpotentialsprung gleichbedeutend ist, also nur dann 
aus Auflademessungen erhalten werden kann, wenn das ver- 
änderliche Material den Auffänger bildet, während für den be- 
strahlten Körper ein Metall mit stetigem Verhalten, etwa Ag 
zu nehmen ist. In diesem Fall bewegen sich die lichtelektrisch 
ausgelösten Elektronen (bei gleicher Wellenlänge) mit der gleichen 
Geschwindigkeit in einem durch die Umwandlung veränderten 
Feld. Selbstverständlich kann man eine derartige Änderung 
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Ablesbare Höchstaufladung bestrahlter Stoffe bei verschiedenen 
Auffängern 

a) Zwei verschiedene Metalle (1) und (2) gegenüber dem gleichen Auf- 
fänger (4). Die Gerade endigt für verschiedene Stoffe jeweils bei 
deren Grenzwellenlänge (Pfeile!). Die beobachtete Aufladung nimmt 
erst bei solehen Frequenzen positive Werte an, die größer sind als 
die Grenzfrequenz des Auffängers 
Das gleiche Metall (1) gegenüber zwei verschiedenen Auffängern (3) 
und (4). Die abgelesenen Höchstaufladungen unterscheiden sich um 
die Kontaktpotentialdifferenz der Auffänger 


Fig. 4 


b 


auch beim Bestrahlen des veränderlichen Stoffes erhalten, wenn 

man, wie A. Goetz"), die langwellige Grenze durch Ausbeute- = 

messungen (bei beschleunigender Spannung) bestimmt. 
Läßt sich also eine Änderung der scheinbaren Héchstenergie 

bei der Umwandlung des Auffängers nicht nachweisen, so muß j 

daraus auf Konstanz des Kontaktpotentials und damit auch der a 

Austrittsarbeit und langwelligen Grenze geschlossen werden. En 

1) A. Goetz, Ztschr. f. Phys. 53. S. 494. 1929. ed . 
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Besonderheiten gewisser Halbleiteroberflächen : Besondere Ver- 
suche, die durch Erfahrungen im Verlauf der vorliegenden Arbeit 
veranlaßt wurden, zeigen, daß beispielsweise Ag,S und CuO trotz 
genügender Leitfähigkeit auftreffende Elektronen an ihrer Ober- 
fläche längere Zeit festzuhalten vermögen, und ebenso bei Elek- 
tronenabgabe viele Minuten vergehen können, bis die entstehende 
positive Ladung aus dem Innern neutralisiert ist. 

Im einzelnen lassen sich darüber folgende vorläufige Angaben 
machen. Die Aufladung der Oberfläche ist am sichersten durch 
die Änderung des scheinbaren Kontaktpotentials zu verfolgen; 
deshalb wurden solche Messungen nach dem Thomsonschen 
Verfahren angestellt und dabei fast ausschließlich in gutem 
Vakuum gearbeitet. Nach kurzer Beschießung mit Glüh- 
elektronen betrug das scheinbare KP einer Ag,S- oder CuO- 
Platte gegen Cu über —4 Volt; es sank zuerst rasch, dann 
immer langsamer mit der Zeit und betrug nach einer halben 
Stunde noch einige Zehntel Volt negativ. Belichtung der 
Platte mit ultraviolettem Licht (unzerlegte Hg-Lampe) bei 
elektronenbeschleunigender Spannung bringt das KP durch 
Abgabe lichtelektrischer Elektronen von negativen Werten 
über Null hinaus bis zu positiven Werten von einigen Zehntel 
Volt. Stark positive Werte können außerdem erhalten werden, 
wenn nach der Beschießung mit Elektronen positive Ionen 
zugegen sind. Die zeitliche Abnahme der Ladungen nach 
Elektronenbeschießung läßt sich auch direkt elektrometrisch 
verfolgen; auf diese Weise lassen sich die Verhältnisse in der 
ersten Minute untersuchen, wo Messungen des KP, die eine 
gewisse Zeit erfordern, nicht ausführbar sind. 

Eine solche zeitlich veränderliche Aufladung der Halbleiter- 
flächen kann völlig falsche Kontaktpotentiale vortäuschen und 
Höchstenergiemessungen empfindlich verfälschen. Eine Abhilfe 
ist bisher nicht gefunden. 

Man darf diese Erscheinung zweifellos zur Erklärung älterer 
Messungen der Höchstgeschwindigkeit heranziehen, bei denen 
sich durchweg ein zu flacher Anstieg mit der Frequenz, also ein 
zu kleiner Wert für die Plancksche Konstante ergab. Mes- 
sungen von Richardson und Compton!) lieferten z. B. Werte 
zwischen 3,5 und 5,8-10-°° Ergsec. Damals wurde allgemein 
oxydiertes Cu als Auffänger verwendet, um die langwellige Grenze 


u » 0.W.Richardson u. K.T.Compton, Phil. Mag. (6)24. S.585.1912. 
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des Empfängers hinauszuschieben und dadurch den Rückstrom 
möglichst klein zu halten. In Zukunft dagegen wird man einen 
metallischen Auffänger benützen um Störungen des Kontakt- 
potentials zu vermeiden und wird den Einfluß des Rückstromes 
durch Hilfsmessungen bestimmen. 

An oxydiertem Cu hat bereits Millikan Kontaktpotentiale 
beobachtet, die nicht der Beziehung = (%2 — ent- 
sprechen; er schreibt darüber!): ,,Die Oberfläche des CuO ver- 
hält sich wie ein Kondensator von einer wirklich unendlichen 
Kapazität, aber die Ladung in diesem Kondensator ändert sich 


mit der Zeit. Diese Aufladung des oxydierten Kupfers gibt den 
Anlaß zu einem ‚unechten Kontaktpotential‘ (spurious c. e. m. f.)« 


§ 4. Meßergebnisse für die Höchstenergien 
Messungen an AggS: Höchstenergie in Abhängigkeit von der 
Frequenz: In Figg. 5—8 sind die gemessenen Höchstenergien für 
folgende vier Zusammenstellungen angegeben: “i 


Sender Ag gegen Ag als Auffänger 


Die gemessenen Werte J’, sind als Ringe eingetragen. In Fig. 5 
sind die Ergebnisse aus Tab. 1 dargestellt, die Kreuze bedeuten 
die durch Addition von AV (vgl. Fig. 3) verbesserten Werte V,,,. 
Man erkennt in allen vier Fällen einen ziemlich linearen 
Anstieg der Höchstenergie mit der Frequenz, jedoch ist außer 
bei Ag gegen Ag die Steilheit der Geraden kleiner als nach der 


zu erwarten war. 


Verschiedene Stichproben zeigten, daß die aus dem Rück- 
strom ableitbare Korrektur keineswegs ausreichte um den gegen- 
über der Erwartung viel zu flachen Verlauf zu erklären (z. B. 
war bei Ag,S gegen Ag,S für 24 = 185/6 mu AV nur 0,03 bis 
0,07 Volt); deshalb wurde auf die genaue Ermittlung der Kor- 
rektur im allgemeinen verzichtet. Im Fall Ag,S als Sender und 
Ag als Auffänger war der Anstieg wenigstens bei einigen Mes- 
sungen relativ steil; Fig. 8 enthält zwei Beispiele dazu. Die 
eine (als untere gezeichnete) Beobachtung liefert eine viel steilere 


1) R.A. Millikan, Phys. Rev. (2) 18. S. 241. 1921. 
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Gerade als die andere (obere). Leider ist gerade bei den Beob- 
achtungen, die den steilsten Anstieg liefern, nicht gleichzeitig 
das zugehörige AV bestimmt. Addiert man versuchsweise in 
diesem Fall die bei Ag gegen Ag bestimmten AT’, so ergeben 
sich die durch Querkreuze bezeichneten Punkte. Die durch sie 
gezeichnete Gerade besitzt eine dem wahren Wert der Planck- 
schen Konstanten entsprechende Neigung. Man darf mit ziem- 
licher Sicherheit vermuten, daß die angebrachte Korrektur 
keinesfalls zu groß ist, denn die Ausbeute am Empfänger ist 
die gleiche wie im Fall Ag gegen Ag, die am Sender aber kleiner, 
so daß der Einfluß des Rückstromes eher noch etwas größer ist. 
Es kann daher für diesen Fall als erwiesen gelten, daß auch bei 
Ag,S die Einsteinsche Beziehung V = ‘wy vo) erfüllt ist. 
In den übrigen Fällen war die Steilheit zwar kleiner, etwa ent- 
sprechend einem Wert der Planckschen Konstanten von 3,5 bis 
5,5-10-2°, es besteht aber kein Anlaß, hierin eine grundsätzliche 
Abweichung im lichtelektrischen Verhalten der Halbleiter zu 
sehen, vielmehr erscheint einleuchtend, daß die Ursache in der 
oben besprochenen Aufladung der Halbleiteroberfläche zu suchen 
ist. Besonders der Versuch, bei dem Ag,S nur als Auffänger 
dient (Fig. 7), beweist, daß die Abweichung vom erwarteten An- 
stieg ihre Ursache nicht im Auslösungsvorgang, sondern in den 
Besonderheiten der Auffängersubstanz hat. 

Die Austrittsarbeit am Ag,S: Im Hinblick auf die vorgenannte 
Schwierigkeit müssen wir zunächst darauf verzichten, einen be- 
stimmten Wert für /, aus unseren Messungen zu entnehmen, 
glauben aber, daß ebenso wie bei Metallen ein solcher für eine 
definierte Oberfläche wirklich besteht. 

R. Suhrmann!) vertritt zwar die Auffassung, daß die 
Energieverteilung der Elektronen gegen die Höchstenergie 
asymptotisch ausläuft ; seiner Meinung nach müßten sich also bei 
jeder Steigerung der Meßgenauigkeit höhere Werte für die Höchst- 
energie, d. h. eine Parallelverschiebung der Höchstaufladungs- 
geraden und damit eine Verschiebung der langwelligen Grenze er- 
geben. Suhrmann führt dafür besonders an, daß bei sehr großer 
Empfindlichkeit der Meßanordnung Elektronenabgabe noch bei 
Wellenlängen beobachtet werden kann, die bei geringerer Empfind- 
lichkeit noch jenseits der langwelligen Grenze zu liegen scheinen. 


u 1) R. Suhrmann, Ann. d. Phys. [4] 67. S. 67. 1922. iF 
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Abweichend von seiner Auffassung läßt sich diese Tat- 
sache auch erklären durch die sehr starke Abnahme der Aus- 
beute gegen die langwellige Grenze hin. Die Messungen von 
Lukirsky und PrileZaev und von Teichmann (von diesem 
nicht in dieser Hinsicht ausgewertet) stimmen mit meinen eigenen 
Beobachtungen an Ag und Ag,S darin überein, daß die Energie- 
verteilung in der Nähe der Höchstenergie linear abfällt, die 
Stromstärke (t,, in $ 3) also parabolisch verläuft. Daraus folgt : 
aber, daß kein asymptotischer Verlauf vorliegt, sondern daß es 
eine obere Grenze — eben die Höchstenergie u Fe 
geben muß. Außerdem zeigen die besonders sorgfältigen Mes- 
sungen von A. Goetz!), daß bei genügender Ladungsempfind- 
lichkeit des Elektrometers ein steiles Absinken der Ausbeute 
ganz kurz vor der langwelligen Grenze beobachtbar wird. 

Zur Entscheidung dieser Frage wäre es erforderlich, 
der nämlichen Oberfläche nahe bei , gleichzeitig Höchst- 
energie und Ausbeuteverlauf zu messen. 

Genauere Messungen an Ag,S scheitern daran, ein definiertes + 
Kontaktpotential zu bekommen. Es ist bekannt, daß ~~ “g 
dieses selbst zwischen reinen Metalloberflächen dauernd ändert. 2 ne 
Bei meinen Messungen schwankte die Aufladung von Silber 
gegen Silberauffänger in wenigen Stunden um etwa 0,5 Volt bei 
fortdauerndem Pumpen. Wie Mönch?) gefunden hat, läßt sich 
eine solche Änderung auch an Metallen selbst durch bestes Hoch- — 
vakuum nicht ausschließen.3) Wahrscheinlich handelt es sich 
bei diesen Erscheinungen nicht um grundsätzliche Dinge. 

Die Schaffung einer besser bestimmten Oberfläche duch 
Ausglühen geht bei unseren Halbleitern nicht an. Es ist auch bei 
Metallen keineswegs sicher, daß durch Glühen in jedem Fall 
reinere Metalloberflächen erhalten werden und nicht vielleicht 
Beimengungen an die Oberfläche treten. 

Wie vorn näher ausgeführt ist, wird das gemessene Halte- 
potential V, der bestrahlten Schicht bei Metallen nur durch die 
langwellige Grenze des Auffängers beeinflußt. Hat der Auffänger 
eine kürzere Grenzwellenlänge, so ist 7’, klein, hat es eine längere, my 

is 

1) A. Goetz, Ztschr. f. Phys. 58. 8.49. 1929, 

2) G. Mönch, Ztschr. f. Phys. 47. S. 522. 1928. 

3) Wenn man die Umständlichkeit nicht fürchtet, kann man bei 
metallischen Oberflächen das Kontaktpotential natürlich zu jeder Beob- 

achtung immer von neuem bestimmen. 
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so ist V, hoch. Millikan maß z. B. an Na gegen einen unemp- 
findlicheren Auffänger für 4 = 546 mu eine Höchstaufladung 
von —2,05 Volt, bei Na als Auffänger wäre sie positiv gewesen. 
Wir wollen die Höchstaufladungen für die nämliche Wellen- 
länge in den verschiedenen hier untersuchten Fällen vergleichen. 
Fir 4= 214 mu ergab sich (ohne Abzug oder Addition von 
Kontaktpotentialunterschieden) 


a) an Ag gegen Ag als Auffänger 0,80—1,30 Volt 

b) an Ag,S gegen Ag als Auffänger 0,13—0,55 „ _ 

c) an Ag gegen Ag,S als Auffänger 1,20—130 „ 
d) an Ag,S gegen Ag,S als Auffänger 0,50—0,88 ,, . 


Zu a: Würde man annehmen, daß die innere (massive) Ag- 
Kugel und die äußere durch Glasversilberung hergestellte Ag- 
Schicht keinen Kontaktpotentialunterschied besitzen, so wäre 
bei einer langwelligen Grenze des Senders und Auffängers von 
272 mu für 4 = 214 mu eine Aufladung auf 1,23 Volt zu er- 
warten; dagegen ergäbe sich 0,82 Volt, wenn die langwellige 
Grenze der äußeren Kugel 250 mu wäre. 


Zu b: Weil hier gegen den nämlichen Empfänger gemessen 
wurde, wäre die gleiche Aufladung zu erwarten, weil der Unter- 
schied im Kontaktpotential und in der Elektronenenergie sich 
bekanntlich aufhebt, zum mindesten bei Metallen. Das Ab- 
weichen von der Erwartung zeigt, daß durch die Abspaltung 
von Elektronen auf der Ag,S-Kugel positive Ladungen ent- 
stehen, die trotz der weitaus hinreichenden Leitfähigkeit nicht 
rasch neutralisiert werden. 


Zu e: Der geringe Schwankungsbereich rührt davon her, 
daß weniger zahlreiche Messungen vorliegen. Man findet keinen 
großen Unterschied gegenüber den Aufladungswerten unter a; 
die Erniedrigung des Aufladungswertes infolge der Kontakt- 
potentialänderung wird aufgehoben durch positive Ladungen, 
die durch Elektronenabgabe (Streulicht) auf der Ag,S-Kugel 
entsteht. 


Zu d: Der Vergleich von a mit b und der von ¢ mit d zeigt 
die gleichartige positive Aufladung der inneren Ag,S-Kugel in- 
folge Elektronenabgabe in beiden Fällen. Der Vergleich von b 
mit d zeigt, daß Ag,S auch als Auffänger infolge Streulichtes 


positive Ladungen auf seiner Oberfläche trägt. 
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Aus den Zahlen ist ersichtlich, daß eine genaue Bestätigung 


der Beziehung V = 2 (v — v9) erst möglich ist, wenn die Ge- 
setzmäßigkeiten der Oberflächenbeladung quantitativ bekannt 
sind. Ähnliche Messungen wurden daher nur mehr an AgJ 
unternommen. 

Messungen an AgJ: Die Messungen wurden nach den Er- 
fahrungen mit Ag,S nur mit der Zusammenstellung AgJ gegen 
Ag als Auffänger durchgeführt. Auch bei diesem Stoff, einem 


yx 130 140 150 160-10 "sek 
A= 231 214 203 186/85 mu a 


Höchstaufladung von AgJ gegen Ag als Auffänger. Es ist jeweils der 

höchste und niederste in der Meßreihe beobachtete Wert eingetragen. _ 
Die Steigung entspricht hx5 - 107?" 


4 dey Fig. 9 4 ya 


bei mehrfacher, hintereinander durehgeführter 
innerhalb einer MeBreihe ergaben sich schwankende Werte der 
Höchstaufladung. Fig. 9 gibt für jede Wellenlänge den höchsten 
und niedersten beobachteten Wert. Addiert man auch hier a 7 
versuchsweise die bei Ag gegen Ag erhaltenen Riickstromwerte, 
so kommt man auf eine Neigung, die h = 6,2-10- entspricht. 
Weil die Ausbeute von AgJ kleiner ist als von Ag,S, ist der 
Einflu8 des Riickstromes sicher noch gréBer. Man diirfte daher 
zweifellos noch etwas größere Werte für die Riickstromkorrektur | 


| af 
= 4 
= 
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annehmen und finde dann auch hier — an einem reinen Elektro- 
lyten — die Einsteinsche Beziehung erfüllt. 
Temperaturabhängige Messungen: Wie vorne ausgeführt 
wurde, kann sich eine Änderung der Austrittsarbeit nur geltend 
machen, wenn der sich ändernde Stoff den Auffänger bildet. 
Fig. 10 zeigt das Ergebnis solcher Messungen. Innerhalb der 
Genauigkeit ist darnach keine Änderung der Austrittsarbeit von 
Ag,S am Umwandlungspunkt zu beobachten. Falls das mehr- 
fach erwähnte besondere Verhalten von Halbleiteroberflächen 


SKH sony 
= 
++ ++ + 4 
4105 
4100 
ar 4990 
Temperatur 250° 200° 179° 150° 700° 


Höchstaufladung von Ag gegen Ag,S als Auffänger mit abnehmender 
Temperatur. Am Umwandlungspunkt des Ag,S (179°) ist kein Sprung 


des Kontaktpotentials zwischen Ag,S und Ag zu beobachten 
(Ordinate mit versetztem Nullpunkt) 


Fig. 10 


in diesem Fall die Sicherheit der Messung nicht beeinträchtigt, 
kann man auf die Verschiedenheit gegenüber Sn hinweisen, wo 
Messungen von A. Goetz!) einen Sprung in der Austrittsarbeit 
infolge von Umwandlungserscheinungen erwiesen haben. 

Auf Bestimmung der Höchstgeschwindigkeit an anderen 
Stoffen wurde verzichtet, da die Störungen durch Oberflächen- 
aufladungen zunächst eine genauere Bestätigung der Beziehung 
eV =h(v — v,) ausschließen und ernsthafte Zweifel gegen ihre 
Gültigkeit auch für diese Stoffe nicht erhoben werden. 


ae § 5. Versuchsanordnung und Meßverfahren user 
an für die spektrale Verteilung 


Die Versuchsanordnung unterschied sich von der bei den 
Messungen der Höchstgeschwindigkeit verwendeten nur durch 


1) A. Goetz, Ztschr. f. Phys. 58. 8.4. 19209. 
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das Versuchsgefäß. Beim größeren Teil der Beobachtungen 
wurde das in Fig. 1b dargestellte Gefäß verwendet; die zu be- 
lichtende Platte P trägt die verschiedenen Substanzen und ist 
leicht auswechselbar. In dieser Anordnung erhält man die Aus- 
beute auf auffallende Energie. Um CuO-, Cu,O- und Cu-Ober- 
flächen zu erhalten, wurden Platten aus Elektrolytkupfer im — 
elektrischen Ofen unter Luftzutritt rund 12 Std. auf 950° er- 
hitzt. Die Oberfliche bestand dann aus CuO; die Platten wurden 
unverändert eingesetzt. Nach der Messung ließ sich durch Be- 
handlung mit Schmirgelpapier das darunter befindliche Cu,O 
freilegen, das dann zum nächsten Versuch diente. Zum Schluß 
wurden auch am darunterliegenden Kupfer Vergleichsmessungen 
ausgeführt. 

Fuchsin!) und Cyanin?) wurden durch Eindampfen einer 
alkoholischen Lösung als dieker Überzug auf eine Metallplatte 
(Zn) gebracht. 


Die Schichten der Silberhalogenide sind durch Einwirken _ 


der Halogendämpfe bei erhöhter Temperatur auf (handels- 
übliches 1000-feines) Silber im Dunkeln oder bei Rotlicht er- 
halten worden; sie wurden zunächst vor Licht geschützt. 


Bei einigen Versuchen wurde auch das Gefäß der Fig. la | 


verwendet; das Licht fiel dabei nur auf die äußere Kugel; in 

diesem Fall wird die gesamte einfallende Energie auch absorbiert 

(Form des schwarzen Körpers ; Ausbeute auf absorbierte Energie). 
Der Spannungsunterschied zwischen der bestrahlten Ober- 


fläche und dem Auffänger wurde in beiden Anordnungen stets In 


so hoch gewählt, daß Sättigungsstrom vorhanden war. 
Meßverfahren: Die Messung der absoluten Energie des 
Lichtes, die für die Bestimmung der Ausbeute erforderlich ist, 
geschah mit einer Mikrothermosäule von Kipp & Sohn, Delft, in 
Verbindung mit verschiedenen Galvanometern. Die beiden haupt- 
sächlich verwendeten Anordnungen hatten eine Empfindlich- 


keit von 5,8-10-8 a (Endausschlag) und 20,6-10-®kal/Skt. 


(Stoßausschlag). Geeicht wurde mit der Hefnerlampe. 
Besonders einfach wäre die Messung, wenn man z. B. mit 

einer Schlittenverschiebung Thermosäule und Versuchsgefäß ab- 

wechselnd in den Strahlengang bringen oder einen bestimmten 


) Technisches Fuchsin. 
) Cyanin, Roß puriss. von Merck. 
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Bruchteil des Lichtes auf die Thermosäule abzweigen könnte. 
Diese Möglichkeit kann jedoch in unserem Fall aus zwei Gründen 
nicht ausgenützt werden. Einerseits reichte bei den kürzesten 
Wellenlängen (infolge der beträchtlichen Absorption unserer 
Quarzoptik) die Intensität nicht mehr aus, um sicher zu messen, 
andererseits ist es wegen der schon über kurze Zeiten außer- 
ordentlich schwankenden Lichtintensität des Funkens erforder- 
lich, daß die in das Versuchsgefäß einfallende Lichtmenge bzw. 
ein abreflektierter bekannter Bruchteil vollkommen _ gleich- 
zeitig gemessen wird. Aus beiden Gründen wurde der Umweg 
über eine Cd-Zelle gewählt, die mit der Thermosäule absolut 
geeicht wurde. Die Einzelheiten sind unten angegeben. 

Die Kapazität wurde in bekannter Weise durch Ladungs- 
teilung bestimmt. Sie betrug 4,5-10-1* F und 51,1-10-12 F bei 
dem Gefäß der Fig. 1a samt Elektrometer und Drehkonden- 
sator (Min. und Max.) und 36, 3-10-1?2 F für das beim Gefäß der 
Fig. 1a verwendete System. 

Bei den Messungen ist die Absorption des Quarzfensters 
rechnerisch berücksichtigt, nicht aber der Reflexionsverlust der 
im Sichtbaren ‚schwarzen‘ Thermosäule. 

Lichtmessung mit der Cd-Zelle: Die selbst hergestellte Cd- 
Zelle stand stets unter einer Triebspannung von 293 Volt (aus 
einer kleinen Batterie von kleinen Cu-Zn-Elementen). Leider 
hatte die Zelle infolge der Siegellackkittung des Quarzfensters 
kein Hochvakuum, so daß nicht bei Sättigung gemessen werden 
konnte. Wegen des langsam zunehmenden Gasdrucks änderten 
sich die Ströme für gleiche einfallende Lichtstärke bei gleicher 
Wellenlänge stetig mit der Zeit; die spektrale Verteilung (Ver- 
hältniswerte) blieb jedoch über viele Monate merklich unver- 
ändert. 

In bekannter, jedoch verbesserter Weise wurde folgender- 
maßen gemessen: Vor dem letzten Spalt S, (vgl. Fig. 11) ist 
eine Quarzplatte so aufgestellt, daß sie den von ihr reflektierten 
Liehtbruchteil schräg nach oben zurückwirft. Dort befindet 
sich die Cd-Zelle mit einem Spalt S, vor ihrer Verschlußplatte, 
der ebenso breit ist wie S,. Die beiden Spalte S, und S, ent- 
sprechen sich optisch. 

Die Aufladung der Zelle!) in dieser Anordnung ist für jede 

1) Die Cd-Zelle war über Schutzrohrleitungen mit einem Konden- 


sator und einem Einfadenelektrometer (konstant gehaltene Gesamt- 
kapazität rd. 6-10-1° F.) verbunden. 
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Wellenlänge eindeutig bestimmt durch die auf die Platte und 
daher auch die durch den Spalt S,, also in das Versuchsgefäß 
fallende Lichtmenge. Mit einer bei S, aufgestellten Thermo- 
säule läßt sich also die Zelle auf die duch S, fallende Energie 
absolut eichen. Einfache Umrechnungen führen auf die An- 


gabe in Kalorien. Die Eichung wurde von Zeit zu Zeit ur 
wiederholt. 


Bei den einzelnen Messungen wurde das Licht so lange frei- 
gegeben, bis das an die Zelle angeschlossene System eine be- 
stimmte Aufladung erreicht hatte und die Aufladung dieses 


| 


\ 2682 


& 


Systems und die des Versuchsgefäßes an den beiden zugehörigen 
Elektrometern abgelesen werden konnte. 

Einfluß der Quarzabsorption: Da die Messungen bis in das 
Gebiet unter 210 mu, wo die Absorption unseres Quarzes schon 
beträchtlich war, ausgedehnt wurde und zur Ermöglichung 


einer Extrapolation ist es nützlich, sich über die Verteilung des 
Lichtes auf Cd-Zelle und Versuchsgefäß in der Anordnung der 2 ae 
Fig. 11 Klarheit zu verschaffen. 9 ; 
Das Verhältnis der beiden Lichtmengen läßt sich berechnen, i 
sobald alle reflektierten (r, o) und absorbierten Bruchteile (a, «) 
bekannt sind, diese wurden daher bestimmt. ce <> 
Annalen der Physik. 5. Folge. 5. 7 


| 
> 
| 
Ys, 
E 


Es gelten dann folgende Gleichungen: 


J,-(1 —r)(1 — a) 


Vs 


l-r)(l-a) 
Das ist derjenige Bruchteil der auf die Thermosiule treffenden 
Energie, welcher in die Zelle fällt. Wenn zufällig Reflexions- 
platte R und Verschlußplatte der Cd-Zelle gleich absorbieren, 

/ 


900 l l | 

A= 231 244 203 
Schwichung des Lichtes durch die (kristalline) Quarz- 


verschlußplatte des Versuchsgefäßes 
x beobachtete Schwächung ve 
OD Reflexionsverlust berechnet aus 2 ( r) 


n+ 1 


Der Unterschied zwischen beidem entspricht der Absorption 
Fig. 12 


ist das Verhältnis nahezu r, weil die senkrechte Reflexion o und 
die schräge r bei dem geringen Reflexionswinkel noch fast 
gleich sind. 

Die Absorption von Quarz unterhalb 210 mu ist etwas 
durchaus Unbestimmtes. Ohne Zweifel ist reiner Quarz bis weit 
ins Schumangebiet hinein durchlässig; im Sichtbaren nicht er- 
kennbare äußerst geringe Verunreinigungen völlig klaren Quarzes 
genügen jedoch in diesem kurzwelligen Gebiet, um in 2 mm 
dieker Schicht schon starke Absorption zu verursachen. 
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Licht und mit dem kugelförmigen Versuchsgefäß ausgeführt. 
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Die Schwächung, die an der 2,0 mm dicken Verschluß- 
platte des Versuchsgefäßes bestimmt wurde, gibt Fig. 12 als 
Beispiel. 

Bei einer anderen Platte gleicher Dicke war der Absorp- 
tionsverlust (Reflexion abgezogen) durchweg etwa halb so groß. 


§ 6. Meßergebnisse (spektrale Verteilung) 2 ‚a 


Ausbeulemessungen an Schwefelsilber: Fig. 13 zeigt den Ver- 
lauf der Ausbeute.!) Die Messungen sind mit doppelt zerlegtem 


| 
= 
34720 
700 es .¢ 
0749 . 
A= 257 23917 214 203 186/85 m 
Absolute Ausbeute an Ag,S auf absorbierte Energie bezogen 4 
(Versuchsgefäß Fig. 1a). Für die linke Kurve gilt der linke 
Maßstab 
Fig. 13 


Der Einwand liegt nahe, daß die lichtelektrische Wirkung 


auch bei den Silberhalogeniden ganz oder teilweise von Silber 


'herrührt, das durch Zersetzung im Licht gebildet wird. Atomares 
‘Silber, das als Ergebnis der quantenhaften Absorption gebildet 
werden kann, kommt wegen seiner hohen Ionisierungsarbeit 
wohl nicht als Elektronenquelle in Frage. Um kolloidale Aus- 
scheidung von Silber zu erzeugen, ist nach Koch und Mit- 
arbeitern sehr starke Bestrahlung oder längere Wartezeit nötig. 
Dann müßte eine merkliche zeitliche Änderung stattfinden. Von 


1) Auf den Abszissen ist bei allen Figuren die Frequenz aufge- 
tragen und die Wellenlänge nur beigeschrieben. 
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einer Verschiebung der langwelligen Grenze bzw. einer Er- 
höhung der Ausbeute durch längere Belichtung war aber nichts 
zu bemerken (vgl. unten). 

Möglich scheint jedoch eine zeitliche Verminderung der 
Ausbeute zu sein. Dies wäre so zu deuten, daß ein Teil des 
Lichtes im ausgeschiedenen Silber absorbiert würde, also nur 
mehr ein kleinerer Bruchteil auf das unzersetzte Salz wirkte. 

Temperaturabhängige Messungen der Ausbeute an Ag,S zeigt 
Fig. 14 für drei Wellenlängen in relativem Maß. Die Beobach- 
tungen sind mit langsam sinkender Temperatur ausgeführt. 


08 
g4r 
mu 

Q2+- 

l | ] | | = 

0 6 74 25 37 37 65 min 

| | | | | 
250° 200° 179° 150° 700° 20°C 


Ausbeute an Ag,S mit sinkender Temperatur. Relativwerte für A= 231, 
214, 206 mu. (Willkürliche Einheiten.) Die Geschwindigkeit der Ab- 
kühlung ist aus den eingetragenen Zeitmarken zu ersehen. Die Änderung 
der Gasbeladung verursacht gewisse Schwankungen, ein Sprung am 
Umwandlungspunkt ist aber nicht zu erkennen 


Fig. 14 


Bei hohen Temperaturen war das Vakuum manchmal unter 
dauerndem Pumpen nur 3-10-° mm Hg, während nach Ab- 
sinken der Temperatur wieder Klebevakuum herrschte. Man 
hat in diesem Fall mit Gasabgabe durch den Siegellack trotz 
seiner Wasserkühlung zu rechnen. Eine gewisse Temperatur- 
abhängigkeit ist selbstverständlich, weil sich die Gasanlagerung 
ändern kann. Wichtig ist jedoch, daß am Umwandlungspunkt 
kein Sprung der Ausbeute zu erkennen ist. Verzögerungserschei- 
nungen bei der Ag,S-Umwandlung liegen nach unveröffent- 
lichten hiesigen Beobachtungen nicht or. 
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Ausbeutemessungen an CuO, Cu,0, Cu, Fuchsin und Cyanin 
und den Silberhalogeniden: Die MeBergebnisse sind in Figg. 15 
bis 17 wiedergegeben. Man findet überall den üblichen Anstieg. 
Bei Fuchsin und Cyanin beginnt er erst bei sehr kurzen Wellen- 
längen. Daraus erklärt sich, daß in früherer Zeit mit Kohle- 
bogen keine Wirkung erhalten wurde.!) 

An Fuchsin und einigen ähnlichen Farbstoffen wurden von 
Predwotidelew und Netchaeva’) in unzerlegtem Queck- 
silberlicht Messungen mit Schichten verschiedener Dicke aus- 
geführt und periodische Änderungen gefunden. Die Verfasser 
haben geglaubt, eine quantitative Deutung auf Grund der An- 
nahme geben zu können, daß für die gefundene Erscheinung die 
Wellenlängen 2 = 690, 405, 365 my verantwortlich zu machen 
sind. Unsere Ausbeutekurven zeigen aber, daß die beobachtete 
lichtelektrische Wirkung fast ausschließlich von den Linien der 
Hg-Lampe bei 200—185 mu verursacht wird und daß Linien 
über 260 my oder gar über 360 mu überhaupt keine Elektronen 
auszulösen vermögen wie das bereits qualitativ von Gudden 
angegeben wurde.?) Die von Hluéka*) und Akulov°) vor- 
geschlagene Deutung der genannten Messungen, die auch eine 
Wirkung der Linien um 400 mu annimmt und quantitativ be- 
stätigt schien, kann ebenfalls nicht aufrechterhalten werden. 

Bei den Silberhalogeniden geschah die erste Belichtung 
durch Glimmer als Filter mit der unzerlegten Hg-Lampe®) Be- 
reits vom ersten Augenblick der Belichtung an wurde beobachtet 
und dadurch geprüft, ob vielleicht durch Silberausscheidung 
eine Verschiebung der langwelligen Grenze und eine Zunahme 
der Ausbeute eintrete. Eine Erhöhung der lichtelektrischen 
Wirkung des Hg-Lichtes mit der Zeit konnte (innerhalb etwa 


10 Min.) aber nicht festgestellt werden. Versuche mit unzer- — 


legtem Hg-Licht wurden auch an Ag,S ausgeführt. 


1) O. Knoblauch, Ztschr. f. phys. Chem. 29. S. 533. 1899. 

2) A. Predwotidelew u. N. Netchaeva, Ztschr. f. Phys. 29. 
S. 332. 1924. 

3) B. Gudden, Lichtelektrische Erscheinungen (Struktur der 
Materie Bd. 8.) S. 113. Springer 1928, 

4) F. Hluéka, Ztschr. f. Phys. 38. S. 589. 1926. 

5) N. Akulov, Ztschr. f. Phys. 41. S. 920. 1927. 

6) Bei diesen Versuchen betrug die Kapazität durch Weglassen 
einer Zwischenleitung nur ~ 8- 10-1? F. 
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u 
| A= 231 2% 203 6/85 me 
= Absolute Ausbeute an CuO, Cu,0, Cu auf auffallende Energie bezogen 


7 (Versuchsgefäß Fig. 1b) 


Es gilt © für Cu, A für CuO, + firCu0 0700 
Für die linken 3 Kurven gilt der linke Maßstab > oer ae 
3+-120 3 


A= 237 
Absolute Ausbeute an Fuchsin und Cyanin (auf auffallende Energie) 
sg gilt © für Cyanin und + für Fuchsin eet oan 

die linken 2 Kurven gilt der linke MaBstab 


BO 
= 
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Die Beobachtungen hinter Glimmer und Uviolglas als Filter 
zeigten ferner, daß die Ag-Halogenide und Ag,S keinesfalls über 
300 mu hinaus äußere lichtelektrische Wirkung aufweisen. Im 


einzelnen wurde gefunden, daß mt 
Ag,S und AgJ hinter Glimmer keine, hinter Uviolglas schwache u 
AgBr „, „ eben noch 
nachweisbare 
. 
A 


Wirkung zeigte. Der Glimmer war ab 275 mu, das Uviolglas  _ 
ab 245 mu völlig undurchlässig. 


Wits 
| | 
218900 
60 
140 
20 
y T T —t—t om 
| A= 231 2m 203 186/85 mu rer 
Ausbeute an AgJ, AgBr, AgCl (auf auffallende Energie) 
: Es gilt © für AgJ, A für AgBr, + für AgCl 12 Er 


| ae Für die linken 3 Kurven gilt der linke Maßstab ar Yh ag 


ig. 17 
Fig 


Diese Ergebnisse stehen in Widerspruch mit jüngst er- 
schienenen relativen Ausbeutemessungen von Krüger und 
Ballt), die eine Ausdehnung der äußeren lichtelektrischen Wir- Ra 
kung bei Ag,S und AgJ bis 405 mu, bei AgBr bis 334 my bei nr 
AgCl bis 312 mu fanden. Vorsichtige Schätzung der Licht- 
intensitäten, der Kapazitäten usw. ergibt, daß die Empfind- ved 
lichkeit (auf gleiche auffallende Energie bezogen) bei meinen = 
Messungen sicher nicht kleiner war als bei Kriiger und Ball. 


=... 
1) F. Krüger u. A. Ball, Ztschr. f. Phys. 55. 8. 28..1929. _ nn Er 


R. Fleischmann 


Die Verschiedenheit des Ergebnisses rührt unseres Er- 
achtens davon her, daß von diesen Forschern nur mit einfacher 
Zerlegung des Lichtes ohne Verbindung mit Filtern gearbeitet 
wurde. Kurzwelliges Streulicht ist daher nicht sicher vermieden; 
das ist aber im Gebiet kleiner Ausbeuten unbedingt erforderlich, 
am so mehr als an den Silberhalogeniden die Ausbeute um 
200 mas (letzte Linien der Hg-Lampe) groß wird. 

Mit den mitgeteilten Befunden stimmen dagegen Messungen 
von Toy, Edgerton und Viek!) überein, nach denen hinter 
„Vitaglas‘‘ von einer Durchlässigkeit bis 280 mau an den drei 

Silberhalogeniden keine Elektronenauslösung eintritt. 


= 


ew 


§ 7. Schlußbemerkungen 


Möglichkeit photochemischer Umsetzungen: Da viele Ver- 
bindungen durch kurzwelliges Licht zersetzt werden, können 
Messungen im Ultraviolett durch mögliche photochemische Um- 
setzungen gestört werden. Man kann daher bezweifeln, ob Aus- 
beutemessungen an lichtempfindlichen Stoffen mehr als quali- 
tative Bedeutung haben. 

Im Verlauf meiner Versuche bin ich jedoch zu der Ansicht 
gekommen, daß eine vielleicht wirklich vorhandene Änderung 
keinesfalls groß ist. Bei den Ag-Halogeniden, deren Lichtemp- 
findlichkeit bis ins Sichtbare reicht, möchte man erwarten, daß 
die langwellige Grenze durch Silberausscheidung während der 
Belichtung ins langwellige Ultraviolett rückt. Meine Beob- 
achtungen an frischen und alten Schichten lassen von einer 
solehen Veränderung nichts erkennen. Im Gegenteil zeigten im 
Dunkeln hergestellte Schichten sowohl im ersten Augenblick 
der Belichtung mit unzerlegtem Hg-Licht durch Glimmer oder 
Uviolglasfilter, als auch nach Belichtungszeit keine Zunahme 
der Wirkung oder überhaupt keine Wirkung. Die Beobachtung 
mit Filter ist besonders beweisend, weil bei diesem Vorgehen 
die Wellenlängen über rund 275 und 245 my (Durchlässigkeits- 
grenze der Filter) mit sehr starker Intensität auf die bestrahlte 
Schicht wirken, so daß eine entstehende Silberoberfläche sich 
sofort durch starke Elektronenabgabe bemerkbar gemacht hätte. 
Es scheint, daß die manchmal an einer Verfärbung erkennbare 
Ag-Ausscheidung hauptsächlich im Innern erfolgt. 


1) F.C. Toy, H. A. Edgerton u. J.O.C. Vick, Phil. Mag. 3. 
S. 482. 1927. 
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Eine Störung der Ausbeutemessungen durch die Aufladung 
der Oberfläche (gemäß $ 3) nehmen wir nicht an, weil Sättigung 
erzielt werden konnte. 

Es kann nicht behauptet werden, daß sich bei meinen Mes- 
sungen wirkliche Materialkonstanten ergeben haben. Selbst bei — 
Metallen konnte man bisher lediglich den Zusammenhang wo 7 
Ausbeute mit der Vorbehandlung (Entgasung) in vielen Fällen 
ziemlich festlegen, nicht aber einwandfrei bis zu — 
stanten vordringen. Theoretische Deutungen miissen daher mit X 
aller Vorsicht diesen heute leider bestehenden Unsicherheiten 


Rechnung tragen. 
Nach Abschluß der Arbeit erschien eine Untersuchung von 


J. Werner!) über das photoelektrische Verhalten von Salzen. 

Der Verf. findet im unzerlegten Hg-Licht bei einigen praktisch “ 
isolierenden Salzen ein Nachlassen der lichtelektrischen Wirkung _ 
mit der Zeit, die als Folge einer Verarmung der Oberfläche an 
Elektronen gedeutet wird. Ob Änderungen der Ausbeute oder 
eine Verschiebung der langwelligen Grenze vorliegt, kann aus 
seinen Versuchen nicht entnommen werden. Bei meinen Ver- 
suchen, die keine Dauerbelichtung im unzerlegten Licht um- a 
fassen, waren vergleichbare Erscheinungen nicht zu beobachten. a 


1 Zusammenfassung 
1 


. An Ag,S-Oberflächen macht sich die «—» ß-Umwand- 
lung bei 179° (Übergang von elektrolytischer zu gemischter 
Leitung) in der lichtelektrischen Ausbeute nieht bemerkbar. 

2. Am -Ag,S und AgJ wird näherungsweise lineare Ab- 
hängigkeit der Höchstenergie von der Frequenz entsprechend 
der Beziehung V,, = ae — »,) beobachtet. Die errechneten 
h-Werte liegen teilweise zu niedrig; als Ursache wird eine quali- 
tativ festgestellte Aufladung der Halbleiteroberflächen erkannt. 

3. Bedingungen und Korrekturen für eine fehlerfreie Mes- 
sung der Höchstenergien werden besprochen. 

4. An Ag,S, AgJ, AgBr, AgCl, CuO, Cu,O, Cu, Fuchsin und | 
Cyanin wird die spektrale Verteilung der lichtelektrischen Aus- 


beute fiir auffallende Energie bis herab zur Wellenlänge 185 mu 
ermittelt. Vgl. Figg. 13, 15, 16, 17. 


1) J. Werner, Ztschr. f. Phys. 57. S. 192. 1929. 
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5. Die Gesamtheit dieser an Elektronenleitern, elektro- 
lytischen und gemischten Leitern durchgeführten Messungen 
zeigt hinsichtlich der langwelligen Grenze, der relativen spek- 
tralen Verteilung oder der absoluten Ausbeute nur Unterschiede, 
die sogar von einem einzigen Metall, etwa Pt, bei Verschieden- 
heit der Vorbehandlung überschritten werden.!) Diese sowie die 
unter 1. und 2. genannten Tatsachen führen zu dem Schluß, 
daß die äußere lichtelektrische Wirkung vom Leitungscharakter 
unabhängig ist. 


Die vorliegende Arbeit wurde im physikalischen Institut der 
Universität Erlangen ausgeführt. 

Hrn. Prof. Dr. B. Gudden bin ich für die Anregung zu 
dieser Untersuchung, für wertvolle Ratschläge und die stete 
Hilfsbereitschaft zu herzlichem Dank verpflichtet. 

Der Notgemeinschaft deutscher Wissenschaft und ihrem 
Klektrophysikausschu8 haben wir für die Gewährung von Mitteln 
zur Durchführung herzlich zu danken. 

1) Die Grenzwellenlänge von Pt ist z.B. nach Lukirsky und 
Prilezaev (Ztschr. f. Phys. 49. S. 236. 1928) 302 mu, nach Werner 
(Upsala Univ. Arsskr. 1914) 285 my, nach Du Bridge (Proc. Nat. Amer. 
12. S. 162. 1926) 191 mu, nach Tucker (Phys. Rev. 22. S. 574. 1923) 
185 mu. 


a4 
(Eingegangen 28. Februar 1 


Die Entropien eines Kristalls und seiner Schmelze F 7 
in Abhängigkeit von der Temperatur 


Von G. Tammann can 
(Mit 4 Figuren) 


Die Differenz der thermodynamischen Potentiale, £, eines 
Stoffes in jenen beiden Zuständen ist: 


(1) E, — E, — (m — 1s) T + (0, — 
wo E die Energien, 4 die Entropien und v die Volumen der 
Masseneinheit des Stoffes bezeichnen, der Index 3 bezieht sich 
auf den Kristall der Index 2 auf die unterkühlte Flüssigkeit und 
bei noch tieferen Temperaturen auf die in Glas übergegangene 
unterkühlte Flüssigkeit. Bei der Gleichgewichtstemperatur von 
Kristall und Flüssigkeit, beim Schmelzpunkt T,, ist 


=L[,, 


-. 


= 

Wenn der Druck p sehr gering ist, so ist das letzte Glied 

der Gleichung (1) zu vernachlässigen. Dann gilt für T, 
(2) (E, = (N, Ns) T, R, 
wo R die Schmelzwärme der Masseneinheit ist. 
Für eine andere Temperatur ist 


T, 
(3) 
T 
da 


« 
1g 
A 
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Fiir eine beliebige Temperatur gilt also: wes 
> 7: 
© (E, — E,), = J (nN, — 3)4 T + (n, — T. 

T 
7 In dem Diagramm), Fig. 1, entsprechen Energiebetriigen 
Se und Wärmemengen Flächen. Bei der Gleichgewichtstempe- 


ratur T, sind die Größen der Gleichung (2) gleich dem Recht- 
7 eck abed, bei der Temperatur T ist (E, — E,)p gleich der 


= Fläche abef plus dem Rechteck efgh und bei T =0 ist 
(Ey — Ey)r=o gleich der Fläche a0b. 

Zyl 

wise 
o 7 


Fig. 1 


Zur Berechnung der beiden »-Kurven ist zu verfahren 
wie folgt: 
ce, und c, sind die spezifischen Wärmen bei konstantem 


Druck, aus ihnen ergeben sich die n7-Werte nach rn, 

Man hat also die Quotienten e/T zu bilden und sie in 
Abhängigkeit von T darzustellen. In Fig. 2 ist das für Äthyl- 
alkohol ausgeführt. Die Flächen zwischen jeder der beiden 
Kurven und der T-Achse wurden ermittelt von T=0 bis T 
Be -. und zwar für passende Temperaturintervalle von etwa 20 bis 

a 100% und die Summen dieser Werte, die 7,- und n,-Werte, 


wurden für die betreffende Höchsttemperatur in das 7-T-Dia- 
gramm, Fig. 3, übertragen. 


Die beiden n7-Kurven sind unter der Annahme gezeichnet, 
daß bei T=0 — 4, = 0 ist. 


= 5 1) G. Tammann, Aggregatzustände, Leipzig 1923, S. 59—61. TE 
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Wenn diese Annahme zutrifft, so müßte bei T, nach 
(Gleichung (2) 


7 
1 


Das trifft aber in keinem der 5 Fälle zu, wie aus der 
Tabelle zu ersehen ist: 


sein. 


Stoff | 2 
toff | — "Ns 
T, = 

| 1 Na Ns 
Athylalkohol’) ..... 0,162 0,082 0,080 
n-Propylalkohol?). . . . 0,154 | 0,079 0075 
0,041 | 0,034 0,007 
Benzophenon*) ..... 0,073 | 0,049 0,024 
0,163 0,316 — 0,153 F 


I 


Die Annahme, daß beim absoluten Nullpunkt die Differenz 
der Entropien des Glases und des Kristalls verschwindet, ist also 
nicht zutreffend, wenn auch in der Nähe des absoluten Null- 
punkts die spezifischen Wärmen von Glas und Kristall nicht 
wesentlich verschieden sind. 

Wollte man dennoch annehmen, daß bei T=0 ,=n, 
wird, so müßten bei ganz tiefen Temperaturen die beiden 
n-Kurven so weit auseinander gehen, um sich bei T = 0 wieder 
zu treffen, daß das Flächenstück zwischen ihnen gleich der 
Fläche abef wird. Eine so starke Abweichung der 7, und 7, 
voneinander in der Nähe-von T=0 ist aber nicht wahrscheinlich. 

Da bei T, 4, — 7, = 7 sein muß, so ist die 7,-Kurve bd 
(Fig. 3) in der Richtung der 7-Achse parallel sich selbst bis 
zum Punkte a zu verschieben, bei dem die Differenz = — (,—1;) 

1 
verschwindet; das findet statt, wenn die Kurve bd die Lage ac 


e ® G.S. Parks, Journ. Amer. Chem. Soc. 47. S. 338. 1925. 
) G. S. Parks u. H. M. Huffmann, Journ. Phys. Chem. 31. 
8. ‚108. 1927. 
3) F. Koref, Berl. Sitzungsber. 1910, S. 260. 
4) G. E. Gibson u. W. E. Gisuque, Journ. Amer. Chem. Soe. 45. 
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erreicht hat. Der Flächeninhalt des Streifens abdc ist gleich 
dem Rechteck abfe, und daher ist (n, — n,)r =o gleich cd. 


Bei den vier ersten Stoffen der Tabelle ist > (N, — 


1 
Beim Glyzerin gilt die umgekehrte Beziehung. Die Kurve bd 
ist daher nicht zu größeren, sondern zu kleineren 7-Werten zu 
verschieben. Wie aus Fig.4 zu ersehen ist, wechselt (1, — ,) 


Glas + 
Arıstalle 


Fig. 4 


bei T = 238° das Vorzeichen, wodurch die Möglichkeit einer 
zweiten Gleichgewichtstemperatur der Kristalle mit der isotropen 
Phase gegeben ist. Diese Gleichgewichtstemperatur 7, ist durch 
die Bedingung: 


/ 
01 
700 are 
= E 
a 
ta 


bestimmt. Diesen Gleichungen entspricht die Gleichheit der 
beiden Flächenstücke ahg und efg. Beim Kreisprozeß werden 
sie in entgegengesetztem Sinne umfahren, daher ist die Summe 
der aufgenommenen und abgegebenen Entropien gleich Null. 

(7, — 3) geht bei T = 238° durch Null. (E, — E,) geht 
bei T = 230° durch Null: bei dieser Temperatur ist die 
Fläche abg gleich den Flächen gki +kiml, und schließlich 
geht auch die Differenz (£, — £,) bei T = 182° durch Null, weil 
hier die Flächen ahg und efg einander gleich werden. 

Beim Unterschreiten dieser Temperatur sollten die Glyzerin- 
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kristalle sich in das Glyzeringlas verwandeln RER 
(Eingegangen 23. März 1930) 


by 


Zur Quantelung der Wellenfelder 
Von L. Rosenfeld 


Einleitung 
Wesentliche Fortschritte in der Formulierung der all- 
gemeinen Quantengesetze der elektromagnetischen und mate- 
riellen Wellenfelder haben neuerdings Heisenberg und Pauli!) 
erzielt, indem sie die von Dirac erfundene „Methode der 
nochmaligen Quantelung“ systematisch entwickelten. Neben ; 
gewissen sachlichen Schwierigkeiten, die viel tiefer liegen, trat % 
dabei eine eigentümliche Schwierigkeit formaler Natur auf: fe © 
der zum skalaren Potential kanonisch konjugierte Impuls ver- 
schwindet identisch, so daß die Aufstellung der Hamilton- 
schen Funktion und der Vertauschungsrelationen nicht ohne 
weiteres gelingt. Zur Beseitigung dieser Schwierigkeit sind 
bisher drei Methoden vorgeschlagen worden, die zwar ihren 
Zweck erfüllen, aber doch schwerlich als befriedigend betrachtet 
werden können. 
1. Die erste Heisenberg-Paulische Methode ist ein rein 
analytischer Kunstgriff.) Man fügt zur Lagrangefunktion ge- 
wisse Zusatzglieder hinzu, die mit einem kleinen Parameter & 
multipliziert sind und bewirken, daß der obenerwähnte Im- | 
puls nicht mehr verschwindet. In den Schlußresultaten muß Py 
man dann zum Limes «= 0 übergehen. Die s-Glieder führen 
aber zu unphysikalischen Rechenkomplikationen*) und zerstören 
die charakteristische Invarianz der Lagrangefunktion gegen- 
über der Eichinvarianzgruppe. == 
2. Die zweite Heisenberg-Paulische Methode) benutzt 
hingegen wesentlich diese Invarianz. Dem skalaren Potential 
1) W. Heisenberg u. W. Pauli, Ztschr. f. Phys. 56. S. 1. 1929; 
ebenda 59, S.168. 1930. Im folgenden mit H.P. I bzw. II zitiert. 
2) H.P. I, 8. 24—26, 30ff. 
3) Vgl. L. Rosenfeld, Ztschr. f. Phys. 58. 
4) H.P. II. 

Annalen der Physik. 5. Folge. 5. 
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_ wird ein bestimmter, beliebiger Wert, z. B. Null, gegeben; dann 

liefert die Hamiltonsche Methode eine Bewegungsgleichung 
weniger. Lautet nun die fehlende Gleichung C = 0, so findet 
man auf Grund der Eichinvarianz der Hamiltonfunktion 
C = konst. Die Wahl des Wertes 0 für diese Konstante be- 
deutet die Beschränkung auf eines von verschiedenen unter- 
einander nicht kombinierenden Termsystemen. Das Auszeichnen 
einer Komponente des Viererpotentials bringt aber mit sich 
die Notwendigkeit eines Beweises für die relativistische 
Kovarianz des Verfahrens; und dieser Nachweis ist sehr 
mühsam. 


3. Die Fermische Methode!) besteht auch im Hinzufügen 
von Zusatzgliedern zur Lagrangefunktion derart, daß kein 
Impuls mehr identisch verschwindet. Damit die so erhaltenen 
Feldgleichungen mit den gewöhnlichen übereinstimmen, müssen 
gewisse Nebenbedingungen erfüllt sein; es muß dann gezeigt 
werden, daß, wenn diese Nebenbedingungen auf einem Schnitt 
t = const gelten, sie sich dann von selbst im Laufe der Zeit 
fortpflanzen. Der Nachteil dieser Methode ist der, daß wiederum 
die Eichinvarianz zerstört wird. 


Nun ist das identische Verschwinden der genannten Im- 
pulskomponente keineswegs eine vereinzelte Erscheinung; denn 
der Grund dafür ist eben die Eichinvarianz der Lagrange- 
_ funktion, wie eine leichte, weiter unten ausführlich dargelegte 
Überlegung zeigt. Analoges, d. h. allgemeiner das Auftreten 
von identischen Relationen zwischen den Variablen und den 
konjugierten Impulsen, ist in allen Fällen zu erwarten, wenn 
die Lagrangefunktion eine geeignet gebaute Gruppe ge- 
stattet. Bei der näheren Untersuchung dieser Verhältnisse an 
Hand des besonders lehrreichen Beispieles der Gravitations- 
theorie, wurde ich nun von Prof. Pauli auf das Prinzip einer 
neuen Methode freundlichst hingewiesen, die es in durchaus 
einfacher und natürlicher Weise gestattet, das Hamiltonsche 
Verfahren beim Vorhandensein von Identitäten auszubilden, 
ohne den Nachteilen der bisherigen Methoden ausgesetzt zu 
sein. Im folgenden wird der Gegenstand zunächst vom all- 


- 
= 
Vgl. H.P.II, 8.171, Fußnote. 
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‚gemeinen gruppentheoretischen Standpunkt behandelt, sodann 
an Hand verschiedener physikalischer Beispiele illustriert.!) 


Erster Teil: Allgemeine Theorie 
= § 1. Ansätze über die Lagrange-Funktion tinh 
und die zugrunde gelegte Gruppe 

Wir betrachten irgendein dynamisches System, definiert 
durch Feldgrößen Q, (z', x?, 2°, 24), welche von den Raum- 
koordinaten x1, x?, x? und von der Zeitkoordinate x*= ct (und 
nicht, wie bei H. P., 2*= ict!) abhängen. Uber die Lagrange- 
funktion 2 (Q; 60/öx) brauchen wir keine Annahme zu machen, 
solange wir im Rahmen der klassischen Theorie bleiben, d. h. 
mit lauter c-Zahlen operieren; betrachten wir aber die Varia- 
beln Q, als q-Zahlen (während die Raumzeitkoordinaten immer 
c-Zahlen bleiben), so müssen wir berücksichtigen, daß der Satz 
von der Ableitung einer Funktionenfunktion seine allgemeine u 
Gültigkeit verliert?); wollen wir also (und das wird der Fall u d 

g 


sein) gewisse Eigenschaften der Lagrangefunktion, die aus 
diesem Satz fließen, beibehalten, so sind wir genötigt, über 
die Funktion 2 solche einschränkenden Annahmen zu machen, 
daß die betreffenden Eigenschaften trotz des Versagens des 
genannten Satzes gültig bleiben. Es zeigt sich nun, daß diese 
Einschränkungen zwar vom mathematischen Standpunkt sehr 
weitgehend sein müssen, daß sie jedoch bei den physikalisch 
interessanten Lagrangefunktionen erfüllt sind. Sie betreffen # 
einmal die analytische Beschaffenheit der Lagrangefunktion: 24 
diese soll höchstens quadratisch in den Ableitungen der Q, i 
sein; ferner die Reihenfolge der miteinander nicht vertausch- . 
‘baren Größen. 


Zur Abkiirzung schreiben wir oft statt , auch 
a 


statt Q.,= . Ferner unterdrücken wir die Summa- 


a 1) Hier möchte ich ein für allemal betonen, daß die in den Arbeiten 
it P. I und II behandelten Spezialfille mir oft den Weg zur gewiinschten 
_ Verallgemeinerung zeigten. Es hätte wenig Zweck, im folgenden jedes- 


mal darauf hinzuweisen. 
2) Vgl. H.P. I, S. 18, ferner S. 14, Fußnote 1. 


8* 
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tionszeichen gemäß der bekannten Regel. Mit diesen Fest- 
setzungen lautet nun unser Ansatz für die Lagrangefunktion: 


Obwohl nur die 0, mit den Q, nicht vertauschbar sind, 
miissen wir doch auch fiir die anderen Ableitungen an einer 
bestimmten Reihenfolge festhalten; denn gewisse Operationen, 
z. B. d/dx*, verwandeln die betrefienden Größen in andere, 
die untereinander nicht mehr vertauschbar sind, so daß das 
Resultat einer solchen Operation von der ursprünglichen Reihen- 
folge abhängt. 

Da die c-Zahlüberlegungen oft an Allgemeinheit und Ele- 
ganz überlegen sind, wollen wir sie im folgenden zuweilen zur 
ersten Übersicht benutzen und nachher die für die q-Zahl- 
theorie erforderlichen Modifikationen andeuten. Um aber un- 
nötige Wiederholungen zu vermeiden, reden wir auch bei 
c-Zahlen von Vertauschungsrelationen, wobei wir natürlich die 
korrespondierenden Poissonschen Klammersymbole meinen. 

Nun zur Definition der Transformationsgruppe, welche die 
Lagrangefunktion (in einem näher zu präzisierenden Sinne) ge- 
statten soll. Es liegt uns in dieser Untersuchung keineswegs 
daran, die größtmögliche Allgemeinheit anzustreben, sondern 
die Darstellung nur so allgemein zu halten, daß in den physi- 
kalischen Anwendungen die tieferen Zusammenhänge klar her- 
vortreten. Wir fragen also nicht nach der allgemeinsten Gruppe, 
die bei gegebener Lagrangefunktion Identitäten von der oben 
besprochenen Art zur Folge hat, sondern wir legen eine spe- 
ziellere, wenn auch ausgedehnte, Klasse von kontinuierlichen 
unendlichen Gruppen zugrunde, von der wir zeigen, daß sie 
bei beliebiger Lagrangeschen (c-Zahl-)Funktion zu Identi- 
täten führen.') 

Wir charakterisieren unsere Gruppe durch ihre infinitesi- 
male Transformation; wir nehmen an, daß sich sowohl die 2” 
wie die Q, auf bestimmte Weise transformieren, und zwar 


1) Die dabei benutzte Methode gibt übrigens sofort die Antwort 
auf die eben aufgeworfene allgemeine Frage. Bei speziellem Bau der 
Lagrangefunktion braucht die Gruppe sogar nicht unendlich zu sein, 
um Identitäten zu bedingen. 


| | 
22 = 
= 
7 
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F 
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"hängen die dar bzw. ö Q, ab von r, willkürlichen reellen Funk- 
tionen &(z)(r=1,2,...r,) und ihren Ableitungen bis zur 
Ordnung k bzw. 7; die Koeffizienten dieser Ableitungen sollen 
reell sein und (hierin liegt die Spezialisierung der Gruppen) 
in da” nur von den z”, in öQ, nur von den 2” und den Q, 
(und nicht von den Ableitungen der Q ) abhängen. In Formeln: 
[ v r og” 
da” = (a) + (a) 


= (2, Q)E (a) + (a, 


aig 
(@,Q) — 


Dazu hints noch die wesentliche Voraussetzung, daß!) 


(8) j>k+1. 


_ Was die Vertauschungseigenschaften der in (2) vorkommenden 
Funktionen betrifft, so sollen die &* c-Zahlen sein und diese 
Eigenschaft bei allen Transformationen der Gruppe (2) be- 
halten (wie es ja der Festsetzung, daß die & nur von den 2” 


abhängen, entspricht. Da die a nur von den x” abhängen, 


; dürfen wir sie gleichfalls als c-Zahlen betrachten. Dann sind 


auch die da” c-Zahlen, wie es sein muß, damit wir die x” 
selber als c-Zahlen behandeln dürfen. 


Die wichtigsten in der Physik vorkommenden Gruppen 
fallen unter diesen Typus (vgl. den zweiten Teil dieser Arbeit). 
Es bleibt jetzt noch übrig, auszudrücken, daß das Integral 


fe dxz!dxz?dx? dx* 


bei den Transformationen (2) invariant bleibt. Zu dem Zwecke 
führen wir zunächst einige Begriffe ein. 


Neben die „lokale“ Variation (x, Q,0Q/0z, ...) tritt 


die „substantielle“ Variation 


da” 


1) Wir setzen ex =E und Wan =0 


q 
(2) u 
| | 
| 
a Ve 
Pa 
Pi 


= 


> 
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wenn wir die transformierten Größen mit einem Strich ver- 
sehen, so ist 


OD = Q(z’); -..] — Q(a);.. 

während 
Q(z); 

bedeutet. Daraus folgen unmittelbar die wichtigen, auch fiir 


-Zahlen giiltigen Formeln: 

da” dx” i 
> 

» dd di 

dx” da” dx® da” 


Eine Größe 8 heißt eine skalare Dichte (in bezug auf die 
Gruppe), wenn sie folgende “isi hat: 


(7) ö* dz’) = 0, 
oder auch nach (4) 
dda” 
(8) =0. 


Größen hängen im allgemeinen von zweierlei Indizes ab: 
erstens von Indizes 8, 7,..., deren Wertbereich derjenige 
vom Index & in Q, ist, zweitens vom Indizes u.v,..., die, 
wie der Index von 2”, von 1 bis 4 laufen. Insbesondere ver- 
tritt der Index r von £" ein oder mehrere Systeme von In- 
dizes (a, 8,...; u,v,...), die in einer beliebigen eindimen- 
sionalen Folge numeriert sind. Die Indizes von der Art 
a, 8,... können auch ihrerseits mehrfach sein und insbesondere 
Systeme von Indizes u, »,... enthalten. 

Ein kontravarianter Tensor K«” wird definiert durch die 
Transformationseigenschaft 


- dda” „a 050, 
av — a By 


im Falle der q-Zahlen enthält diese Erklärung wegen des 
unterstrichenen Gliedes eine Willkür, welche wir durch die 


Festsetzung 
85Q, 
By 
+9 * ) 


1 
Br 
K 


= u 

a 

u 

A. 


Zur Quantelung der Wellenfelder — 


beseitigen; dabei bezeichnet «* das hermitisch konjugierte 
(adjungierte) von xz. [Im folgenden gebrauchen wir allgemein 
die Bezeichnung 

Durch diese bleibt ein hermitischer 
einer beliebigen Transformation der Gruppe hermitisch. 

Ein kovarianter Tensor A,, hat die Transformations- 
eigenschaft: 


PER zu (9) und (10) wird die Variation des gemischte 
Tensors uv... gebildet. 


is 

en 


Eine Tensordichte $«” transformiert sich wie das Produkt 
eines Tensors K«” mit einer skalaren Dichte 8, also: 


Se — Re 


_ 
—- 

Jetzt sind wir imstande, die Invarianzforderung bezüglich 
der Lagrangefunktion & zu formulieren. Damit nämlich das 


Integral fe dz? dx?’ dx* invariant ist, soll nach bekannten 


Schlüssen !) & bis auf eine Divergenz = = eine skalare 
Dichte sein. In Formeln: 


dx” 


Da es uns, wie gesagt, nicht auf die größte Allgemeinheit 
ankommt, wir uns damit begniigen, der Reihe nach 
folgende chrakteristische Fälle zu klsndäe: 


1°?’ =0, d.h. ist selber eine skalare Dichte: = 


1) Vgl. etwa E. Noether, Gött. Nachr. 1918. S. 211. — Die 


v 
Divergenz tritt dann auf, wenn das Integral dx!...dx* 
= 


_ nicht bei beliebigem Integrationsgebiet invariant ist, sondern nur wenn 
die @” am Rande verschwinden. 
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2°% enthält die zweiten Ableitungen 


nur linear, d. h. 


/ 
und es ist j = 0'[vel. Formel (3)]. 
In beiden Fällen zerfällt die Untersuchung in zwei Schritte: 
a) Durchführung des erweiterten Hamiltonschen Verfahrens; 
b) Beweis der Kovarianz desselben bezüglich der betrachteten 
Gruppe. 
Wir beginnen mit dem ersten Falie. a: 


§ 2. Die konjugierten Impulse und die Identititen 


Von jetzt an legen wir also die Forderung (13) zugrunde. 


Wir setzen zunächst Ar 

ag 

(15) P 804, bye 


und nehmen als Impulse 


Beschränken wir uns zuerst auf die klassische (c-Zahl-) 
Theorie. 
: Ersetzen wir in (13) die öQ,, @,,, und daz” durch ihre 
Werte (2), (6) als Funktionen der &” und Ableitungen, so be- 
_ kommen wir mehrere Identitäten, indem wir ausdrücken, daß 
die Koeffizienten der einzelnen Ableitungen von &” identisch 
 werscharlnden sollen. Diese Identitäten enthalten aber im all- 
gemeinen die Q, nicht nur durch die soeben eingeführten 
Funktionen ®®, sondern auch in anderen Verbindungen (z. B. 
durch die anderen Pe”, » + 4); für die Auflösung des Glei- 
 chungssystems (16) nach den Q, bieten sie also kein Interesse: 
stellen einfach Beziehungen dar, die jede Lösung Q, $) 
_ dieses Systems von selbst erfülllt. Wesentlich anders liegen 
aber die Verhältnisse, wenn einige der betrachteten Identitäten 
nur die Q, (nebst räumlichen Ableitungen) und die $¢ ent- 
halten: sie Bedanten dann, daß die Gleichungen (16) nicht alle 


| 


| 
>. 

k 

- 

} 
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on a unabhängig sind, so daß die allgemeine Lösung 


von gewissen willkürlichen Parametern (genauer: Raumzeit- 
funktionen) abhängt. | 

Nun tritt der letztere Fall bei der Gruppe (2) immer auf. 
Die höchsten in (13) vorkommenden Ableitungen von &* sind die 


Ox? da” 


nach der Voraussetzung(3) lauten die entsprechenden Identitäten 


wobei die Summe sich iiber alle Permutationen der nm R 
erstreckt. Fürv=o=..r=4 hat man ins- 


da nun die ¢ nur die Q, enthalten, haben wir in (18c) r, 
Identitäten von der zuletzt besprochenen Form vor uns, welche 
wir „eigentliche“ Identitäten nennen wollen. Es ist ferner leicht 
einzusehen, daß im allgemeinen (d. h. falls die Lagrangefunktion 
keine spezielleren Eigenschaften besitzt) keine weiteren eigent- 
lichen Identitäten vorkommen. Die allgemeinste Lösung Q, 
(9, ®, A) von (16) hängt also von r, willkürlichen Para- u 
metern A ab. 

In den bisherigen, in der Einleitung erwähnten Methoden er 
half man sich entweder durch Zerstéren der Invarianzeigen- 
schaft der Lagrangefunktion (1. und 3. Methode) oder durch 
Auszeichnung einer speziellen Lösung Q, (@, 8, 4°) (2. Methode). 
Im Gegensatz dazu ist der Grundgedanke der neuen Methode © 
der, die Hamiltonsche Funktion in der üblichen Weise mittels 
der allgemeinen Lösung Q, (9, 8, 4) mit unbestimmten Ar zu 
konstruieren, ohne sich zunächst um die eigentlichen Identitäten 
zu kümmern: Feldgleichungen und Vertauschungsrelationen 
haben die kanonische Form, die ersteren enthalten die Ar. 
Zu diesem kanonischen Schema kommen schließlich die eigent- 
lichen Identitäten als Nebenbedingungen hinzu. Wir werden 


1) Den Nummern der Formeln, die nur für c-Zahlen unbeschränkte 
Gültigkeit besitzen, wird der Buchstabe c angehängt. = 


| 
ar 
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sehen, daß diese Methode außer ihrer Einfachheit noch den 
großen Vorteil hat, daß der Kovarianzbeweis des Verfahrens 
ohne Schwierigkeit durchführbar ist. 


$ 3. Übergang zu den g-Zahlen 
Zuvor miissen wir untersuchen, wie sich beim Ubergang 
zu den q-Zahlen die eben geschilderten V erhältnisse gestalten. 
Nach (1) lautet dann (15): 7 = 
(19) Ber = + pe”t) = pe”, 


Durch einen Strich über einen Index von der Art uw: deuten 
wir an, daß er nur von 1 bis 3 läuft; für überstrichene Indizes 
soll die Regel vom Weglassen des Summenzeichens ebenfalls 
gelten. Mit dieser Bezeichnung schreiben wir nach (19) und (20) 


1) "ER. 
. p* = U 


wobei 
Yas —Yas; Bi 


= gesetzt ist. Es ist in diesen Formeln 
insbesondere 
= 

angenommen worden, was natürlich keine Einschränkung be- 
deutet. 

Die Überlegung des vorigen Paragraphen liefert jetzt statt 
(17c) und (18c) 
(23) 
und 


Da insbesondere (24) in den Q, identisch gilt, so ist nach (21) 


I 
“on 
| 


Ve 
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BER, 
die Koeffizienten der Lagrangefunktion müssen u. a. diese Be- 
ziehungen erfüllen, damit 2 die verlangte Dichteeigenschaft 
haben kann. Die Relationen (25) und (26) heben wir Pr 
späteren Gebrauch hervor. 

Nun aber können wir nicht weiterkommen, ohne nn 
iiber die Vertauschungsrelationen [Q.; Q,] zu wissen. Wenn 
wir die Q, als Funktionen der Q, und ®° kennen würden = 
so könnten wir den Wert von [Q_, A aus den kanonischen 
Vertauschungsrelationen, die wir, wie gesagt, beizubehalten 
wünschen, ableiten. Es ist indessen nicht einmal von vorn- 
herein sicher, ob wir aus (21) die Q, als Funktionen der 
Matrizen « ableiten können, oder nur als Funktionen 
der Matrizelemente von $*. Der einzige Ausweg ist der, 
daß wir versuchsweise eine Annahme über [Q,, 5] machen, 
auf Grund deren die Lösung von (21) die Gestalt Y, (Q, 8, 4) 
annimmt und nachher priifen, ob die gemachte Annahme mit 
den kanonischen Vertauschungsrelationen verträglich ist. 

Eine naheliegende Annahme ist folgende: die [Q,, Q, 
sollen schiefe Funktionen’) von den Q, und Q,,;, nicht aber 
von den Q, (bzw. den $7) sein. (Ob dabei, wenn Q, und Q, 

im selben Punkt genommen sind, unbestimmte Faktoren, wie 6 (0), 
vorkommen, ist gleichgültig. Führen wir einige unmittelbare 
Folgerungen dieser Annahme an: 

1. Nach (20) sind ebenfalls die [Q,, p*”] und [Q,,p?”?] 
— Funktionen der Q, und Q,,; allein. 

. Die [9 [Q,,p?”] und [Q,, p’”t] sind mit jeder 


der 9, und Q,,; vertauschbar. 
3. Es ist f us, 

Infolgedessen kann man statt (23) und (24) 


schreiben. 
Aus (25) folgt nun, daß die N linearen Gleichungen 

ave. 

(21) +0, We = 2(R«— De) 
1) Eine g-Zahl x heißt schief, wenn xt =— x. 


le | 
D 
® 
+ 


L. Rosenfeld 


nicht alle unabhängig sind, sondern daß ihre Determinante |A«?| 
den Rang N—r, hat. Da sie symmetrisch ist, gibt es einen 
von Null verschiedenen Hauptminor vom Grade N—r,; die 
dazu bezüglichen Indizes wollen wir mit einem Strich versehen: 


+0, 
während die übrigen doppelt gestrichen seien: @”, ß”, -+-. 
Die Determinante |, sowie ihre reziproke |W. |, sind 
symmetrisch und es gilt: 


(30) Uy = 
wobei ö, wie üblich gleich 0 oder 1 ist; je nachdem « + 8 


oder 
Gelingt es also, eine spezielle Lösung Q 2 (@, B) von (21) 
zu finden, so hat die allgemeinste Lösung die Form: 


+1" 
wo die 4’ r, willkürliche Parameter und x 
Lésungen der homogenen Gleichungen 


ar?) unabhängige 


aap re 


+2, = 


darstellen. Nach (25) können wir nun 
...4 


4 
=C 


Br 


wählen und schreiben: 


Ferner behaupte ich, daß 


eine spezielle Lösung von (21) ist; int dies nachgewiesen, so 
ist uns die Auflösung von (21) nach den Q, wirklich gelungen: 
denn die Lösung (31) hat offenbar die verlangte Eigenschaft, 


daß vermöge der kanonischen Vertauschungsrelationen [Q , A 
eine schiefe Funktion der Q, und Q,,; wird. 


Durch Einsetzen von (32) in die linke Seite von (21), 
die wir für einen Augenblick T, nennen wollen, bekommt man 


B 
mor. 
>> 
“a 
4. 
,- 
= 
% 
5 
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+ — Dr) + | 
= — Dr) + (BY — Ay We 
+ [Pr — Dr, Aye] +4 
= — D”’) + (Pr — D) A, 
wegen der Folgerung 2 aus unserer Annahme Für «= « 
ist bereits nach (30) 

Te = 2(Pe — De). 
Nun sind nach der Theorie der linearen Gleichungen 


und unter Benutzung unserer Annahme über [Q,,Q,] die 
Identitäten (29) äquivalent mit 


und ebenso (26) äquivalent mit Pa. te 
folglich ist auch = 


= — De”), = 


womit der Nachweis, daß (31), (32) die allgemeinste Lösung 
von (21) im Einklang mit den kanonischen Vertauschungs- 
relationen darstellt, vollständig erbracht ist. 


§ 4. Aufstellung der Hemiltonfunktion 
Klassisch lautet die Hamiltonfunktion ft 
= BO, — 8; 
von jedem quantenmechanischen Ansatz miissen wir nun ver- 


langen, daß 
(33) 0k 


0Q,,5 
eine Eigenschaft, die sich für die Durchführung der Theorie 
als unentbehrlich erweisen wird. 
Nun ist 


. 
| 
n 
: : 
) 
» 
» 
“ils 
\ 
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und nach (31), (32) enthält | . nicht mehr die P« 


folglich dürfen wir schreiben: 


Die gewünschte Eigenschaft (33) hat also der Ansatz j 
(34) § = 0, B:—&. 
Da nach (25) und (26) 
29:00, 20,0) 


ist, können wir schreiben gemäß der Bezeichnung (29) 


= 
(35) Y= HD +4 


— 210, B]- 
Yun schsen wir die kanonischen V ertauschungsrelationen an 


Q, = (Pew), Py] = 0, 


[P° (t), 7 (r’)| = oo d(t—r),@ = 


gebraucht ist; das Integrationsgebiet muß so gewählt werden, 
daß die FeldgréBen am Rande konstante Werte annehmen 
und zwar solche, daß 2 dort verschwindet. 

Zu (37) und (38) kommen noch als Nebenbedingungen die 
eigentlichen Identitäten (29) %,= 0 hinzu. Aber es muß be- 
wiesen werden, daß es erlaubt ist, die q-Zahlen %, alle gleich- 
zeitig gleich Null zu setzen; mit anderen Worten, daß die %, 
untereinander vertauschbar sind, Spies auf Grund der 


| 

(86) 
“Pe, 

(37) 

er 
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Die jetzt folgenden Betrachtungen dienen nicht nur zu MN, 
diesem Zwecke, sondern sind auch für den später zu er- 2 8 
bringenden Kovarianzbeweis grundlegend. 7 

Wir definieren zunächst den Impuls-Energie-Pseudo- cs 
tensor }) 7 


(40) 6, Pe’Q,, 6.2, iz 
| z 
(41) 6,= 6; = PrQ.,.— HR, 
deren vierte Pseudokomponente die Hamiltonfunktion (34) ist: 22 a 
5=6,=8. 


Die Komponenten des Gesamtimpulses sind dann G;, 7 
die Gesamtenergie 9. 
Die V.-R. (Vertauschungsrelationen) vo 


n 9 mit den 
Q,, %* sind durch (38) gegeben. Was die ©; betrifit, 0 
finden wir zunächst auf Grund von (37) 
x” 
d® 
(G;, PQ, ur 
dx 
Daraus folgt unmittelbar ae 
(44) (G.Gj=0: 


ein Ausdruck fiir die 


FH dessen physikalischer Inhalt in der zeitlichen Konstanz kei ve 
x 


der 6, als Folge der Gleichungen (38), (37) besteht.?) i % 


keine Tensoren sind. 


2) Falls die Arx* explizite enthalten, gilt (44) erst auf Grund der 
Nebenbedingungen (29). 


1) Der Vorsatz „Pseudo“ deutet an, daß die betreffenden Größen ie 


7 


128 L. Rosenfeld 


§5. Quantenmechanischer Ausdruck 
“a 8 der infinitesimalen Transformation der Gruppe 
B- 5 In diesem Paragraphen beweisen wir den Satz: 
OE, P=M, 
wobei 


Dies soll auf Grund der Feldgleichungen (38) und der V.-R. 
(37) gelten, unter der Voraussetzung (13), daß & eine skalare 
Dichte ist. 

Um diesen Satz zu beweisen, genügt es zu zeigen, daß 

| [M, Q,] 
* Ps = [M, Pr]. 

Nach (37) und (42) ist, wenn man bedenkt, daß dQ, 
nach (2) nur die Q, (nicht die $+) enthält, 


- § ai —[d2*- Q,]. 


(47) 


Nun ist, nach H.P.1, Formel (20), : 
[0 = o = 02* -[H, 


Folglich gilt tatsiichlich, mit Riicksicht auf (4 > die erste 
Formel (47), wenn man noch die erste Feldgleichung (38) 
benutzt. 

Analog findet man unter Berücksichtigung der zweiten 
Formel “x der zweiten Feldgleichung (38) und der Formel (33) 


= - - 


ve 


| 
aft 
9 
4 
we 
(49) | 
= 
| 


sw 


y definiert sind, wobei die &” beliebige Raumfunktionen sin 
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Es bleibt nur noch übrig zu zeigen, daß die rechte Seite © : 
von (49) gleich d* $+ ist. Berechnen wir also direkt J $+, oder 
vielmehr allgemeiner = , Zunächst gilt: 


und zwar bei c-Zahlen allgemein, bei q-Zahlen jedenfalls, wenn 
2 die Form (1) hat und it die Q, baw. P« nicht ent- | 
hält. Daß letzteres in unserem Falle zutrifft, zeigt die For- 
mel (6), welche ergibt: 


Dies, in (50) eingesetzt, liefert 


benutzen wir jetzt so 


d. h. wie der Mr mit (11) Per ist eine Tensor- 
dichte. Aus (51) folgt nun sofort mit semanas auf (4) fiir 
ö* Pe = P24 der Ausdruck (49). 

Somit ist die Formel (45) bewiesen. 


§ 6. Die %, als spezielle infinitesimale Transformationen 2 


Betrachten wir einen bestimmten, aber beliebigen Schnitt 
a*+= r,* Auf diesem Schnitt betrachten wir die Transforma- 


ar” ler 
=.= ;] = 0, wenn nicht alle o,...,T gleich 4 sind, 
(ax) 


Annalen der Physik. 5. ee 5. 9 


re 
Pa: 
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e 
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a4 
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Wegen der Voraussetzung (3) führen diese Transforma- 
tionen nicht aus dem Schnitt 2*= 2,* heraus. Sie bilden in 
jedem Punkte dieses Schnittes eine endliche kontinuierliche 
Untergruppe der Gruppe (2), deren infinitesimale Transformation 
nach (45) und (46) gegeben ist durch 


DQ, P) =[eF,, 
(Hierin sind Q, ®, §, für 2*= x,* zu nehmen.) 

Der zweite Fundamentalsatz von Lie iiber endliche Trans- 
formationsgruppen besagt, angewandt auf diese Untergruppe, 
daß in jedem Punkte des Schnittes 


gilt, wo die die vom Punkte (21, x, 2°, z,*) abhängigen 
„Strukturkonstanten“ der Gruppe sind. Nach der Jacobischen 
Identität über Klammersymbole wird die linke Seite einfach 
gleich 


(53) ny = 


Daraus folgt die zur Begriindung des in § 4 dargelegten 
Verfahrens noch nötige Tatsache, daß auf Grund von %,= 0 
die %, untereinander vertauschbar sind. 


— 
= § 7. Die infinitesimale Transformation 
a als Integral der Bewegung Zur 


Kehren wir einen Augenblick zur reinen c-Zahltheorie 
zurück. Setzen wir 


(54) M = Pe" dQ — dae 


und 
dg d dg 
60) 


so ist, wie leicht zu sehen, die Voraussetzung (13) gleich- 
bedeutend mit 
dN” * 

+ = 0; 


e 
— 
7 
te 
i< 
| 
| 
r 
q 
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berücksichtigt man nun, daß nach (46) nd (54) — 


M = Mt 
und entsprechend der Bedeutung der Bezeichnung (39) wir 


ist, so folgt aus (56c) 
AM 


(570) = — 


Nun sind bekanntlich die Hamiltonschen Gleichungen (38) 
[vermöge der eigentlichen Identitäten (29)] äquivalent mit den 
Lagrangegleichungen 


0. 
Nach (57c) gilt somit, auf Grund von (13) und (38) 


(58) 


Die Gleichung (56c) läßt sich nicht auf q-Zahlen über- 
tragen. Die Ableitung von (58) gelingt jedoch unter Benutzung 
der nämlichen Voraussetzungen (13) und (38), bloß in etwas 
anderem Zusammenhang. Die beiden Relationen (13) und (38) 
wurden zur Ableitung der Formeln (43) und (45) wesentlich 
gebraucht. Wenden wir diese letzteren auf die Identität (5) 
an, wobei ® nur von Q und ® abhängen möge: 


’ ‚®|= » (Wt, ® 
(6, 0) = [6,08 


nach der Jacobischen Identität, oder — 
er 


Insbesondere ist also 


q+ eine (eventuell von x* abhängige) 


c-Zahl. Nun kann diese c-Zahl, als Summe von lauter g-Zahlen, 
nichts anderes als Null sein. Diesen Schluß un fi übrigens 
die etwas mühsame Ausrechnung von . 


‚= 
vy - 
| 
am _ 4 
= aa = 9. 
1 
A 
‘ 2 
| 
u 
4 
= ® 
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Aus (58) lassen sich interessante Schliisse ziehen iiber 
den Zusammenhang von M mit den Funktionen %, Durch 
partielle —— wird Yt in die Form: 


gebracht, 
(60) 


(58) driickt sich dann Rigradermetion aus: 


1 


. 


Daraus folgert man durch Koeffizientenvergleich 
Ki +1 
E 


N; 0 AN, 


d.* 
Aus (60) und (61) ergibt sich 
63) G01, 
also für M die merkwürdige Gestalt 


M = fade da? 1y (day (dar 


Die erste Identität (62) ist nach (60) trivialerweise 5, = 0, 
die zweite aber besagt, daß auf Grund der Feldgleichungen 
und der Identitäten (29) 

(64) (day) +1 = 
Dies liefert: die Antwort auf die Frage, inwieweit man durch 


abermalige Differentiation der Nebenbedingungen (29) neue 


2 
70: 
61 
( 
wees 
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Ist insbesondere j = 1, so sind die einzigen neuen Glei- 
chung ‚d.h. 


dx* 
[88] + @ =. 


Ist nun die Lagrangefunktion von der Gestalt (1), d. h. gilt 
(35), so wird die letzte Gleichung mit Rücksicht auf (53) 


oder schließlich vermöge = 0 


éat 


da weder die Nebenbedingungen noch diese neuen Gleichungen 
die A” enthalten, so bleiben ey a unbestimmt. 


= 0 enthält die ar). 


Infolge der wesentlichen Unbestimmtheit der A” fehlen r, Feld- 
_ gleichungen von der Form 


(Anders aber, falls j>1, denn bereits 


w = (8, Pe]; ah 


- gum Ersatz reichen gerade die Gleichungen 


aus. 
e Im Fallej = 0 werden die fehlenden Feldgleichungen er- 
setzt durch die Identitäten %,= 0 selber, die sich gemäß (64), 


- 4a. h. a =0 auf Grund der Feldgleichungen mit der Zeit 


for tpflanzen. 
>" Eine letzte Bemerkung wollen wir noch an die Formel (63’) 
4: Fragen wir nach der Untergruppe unserer Gruppe, 


die alle Punkte des Schnittes c= 2,* invariant läßt: diese 
Untergruppe ist offenbar ein Normalteiler. Die Bedingungen 


für 
bedeuten 


Q 
wee 


. 
= 


a3, 
= = 0, d. h. + @ 0 


& 
h 
e- 
3 
7 
- 


die Infinitesimaltransformation lautet demnach gemäß (63°) 


65 dada? da’ 
(65) CH -[ T y (dx & 


wobei für z*= z,* zu nehmen ist und die rw 


a? == | 


willkürliche Raumfunktionen sind. Die Gruppe © ist in jedem 
Punkte des Schnittes eine r,(j — k)-parametrige invariante 
Untergruppe. Die im $ 6 betrachtete Gruppe (52) ist eine 
Untergruppe davon. 


88. Kovarianz des Verfahrens gegenüber der Gruppe 


Mittels der im Vorangehenden gewonnenen Ergebnisse 
sind wir nunmehr imstande, die Frage nach der Kovarianz 
des Verfahrens leicht zu erledigen. 

Die Formel (45) besagt, daß bei einer beliebigen Trans- 
formation der Gruppe jedes Funktional ® (9, ®) einer unitären 
Ähnlichkeitstransformation von der Gestalt 
(66) 108 
unterworfen ist, wobei nach (58) S zeitunabhiingig ist. 

Ferner gilt, wie leicht einzusehen), Formel (45) auch für 


infinitesimale Transformationen N der Gruppe, d.h. es ist, 


1) Ersetzt man in 


>. 


— 
® durch 


b= ®) PER 


so kommt nach leichter Rechnung 


P= G+ |® +— MM, 
@ @ 
Vgl. auch E. Noether, Gött. Nachr. 1918, S. 252. = 7 


2 
= 
= .r 
T 
7 
I N. 
‘le 
t- 
> 
- 
- 


89. Erweiterung der Theorie auf den „zweiten Fall“ des §1 = 


(70) 
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wenn man alle Feldgrößen der infinitesimalen Transformation Dt 
unterwirft, 


daher allgemeiner 


(67) 

Aus (66) folgt unmittelbar die Invarianz der kanonischen 
V.-R. (37). Nach (35) besteht die Hamiltonfunktion aus einem 
nur von Q und ® abhängigen Funktional $, und einem An- 
teil 2°}, der nach § 6 eine spezielle infinitesimale Trans- 
formation N darstellt. Wegen (66) und (67) erleiden also 
auch die kanonischen Feldgleichungen (38) eine (zeitlich kon- 
stante) unitäre Transformation, bei der sie bekanntlich in- 
variant bleiben. 

Es bleibt noch übrig, die Variation der linken Seiten %, 
der Identitäten (29) zu untersuchen. Nach (67) beträgt sie 


(68) = (M, §,1- 

Nun gilt infolgedessen, daß die durch (65) definierte Gruppe S 

eine invariante Untergruppe ist, 


(dat) -i 


i=k+1 
q 
Gemäß (68) und (68’) sind also die ö*%,=0, d.h. die . 
eigentlichen Identitäten %,= 0 invariant, und zwar vermöge u 
der Identitäten selber und eventuell deren zeitlichen Ableitungen. For 


Wir deuten kurz an, wie sich die vorige Theorie auf den 
am Ende des $ 1 definierten „zweiten Fall“ ausdehnt. 


Unsere Gruppe habe also die einfache Form: ra 7 
=0 
69 


(14) !=- 


ist nach (12 


® 
| 
| 
4 
ie 
Px 


(75) 


1. Berechnen wir zunächst 2’. Ich behaupte, daß 5g’ 
Denn wir bekommen zuniichst 
a d (Car &") 
€ 00, Q »@ +f dx? 
dee 8 Qa 


d 


SL’ 


v 13. + dxf (f e )}. 


Jetzt benutzen wir (70) und drücken aus, daß die 
Koeffizienten der zweiten Ableitungen der &” identisch ver- 
schwinden. Da & keine zweiten Ableitungen der £ enthält, 
so wird nach (75) 
(76) 


Infolgedessen reduziert sich (75) zu 


3 
Setzen wir noch fet 
(77) Re 
und bemerken, daß statt (74) auch 
(74) = 


geschrieben werden darf, so haben wir die Formeln (71) und 
(12) bewiesen. 

2. Jetzt stellen wir die Analoga der Identitäten (28) auf, 
die im ersten Falle auch eigentliche Identitäten (29) enthielten. 


> 


4 
_ 
> 
4 


¥ 
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Dazu haben wir bloß die Koeffizienten der in (70) gleich 


Null zu setzen. Das liefert uns 


Trient 


oder, indem wir wiederum 


umd 


(79) ath +3, =0. 
3. Die Identitäten (79) sind eigentliche, d .h. es ist 
II 
=0. 
od. 
Allgemeiner — wir statt (80) beweisen, daß . 


woraus (80) nach (74) für » = 9 = 4 folgt. 

Zu dem Zweck setzen wir den Koeffizienten von & in = 
(70) gleich Null: es ist ein in den zweiten Ableitungen Q,, ,, . 
linearer Ausdruck, mit nur von Q abhängigen Koeffizienten. i 
Da dieser Ausdruck für beliebige Q, ,„, identisch verschwindet, 
können wir insbesondere den en “c-Zablwerte zuschreiben 
und dann die Koeffizienten der Q..oy getrennt gleich Null . 
setzen. Unter Benutzung der für beliebiges &°(Q,;Q, ,) ra 
gültigen Formel: 


2 ag” d 
0 Qa.» Qa, ») + dx? 


(81) 


finden wir fiir diese Koeffizienten nach (71) und (73) > Fath 4 
Qa.» 
deren Nullsetzen (80’) ergibt. 
Gemäß (81) folgt übrigens aus (73) 


13 
= 
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danach können wir statt (80’) auch Lana 7 
ß ß 
(83) om Can) am Can 
schreiben. 


4. Die Ausführungen der §§ 3 und 4 sind auf den 
jetzigen Fall wörtlich übertragbar, indem Be + Re4 die Rolle 
von Pe vertritt. 

Der im $ 5 abgeleitete Ausdruck M der infinitesimalen 
Transformation erleidet eine analoge Modifikation, da Per | 
jetzt keine Tensordichte mehr ist. ') 

Vielmehr ist jetzt nach (50) und (70) = . 


» 
5 0 Oa 0 Va, v 


nach (71) ist aber, gemäß (81), 
d.h. mit Rücksicht auf (83) Br 
859, d a n°” 5 Q,) 


Insbesondere wird das wegen (80) für v= 4 


dx? 


d.h. | 
(85) @ 5 = M, Pe], 
mit 


(86) N = Pe + Re 


Wiederum wegen (80) ist auch 


(87) 0 5Q, Q,], 


so daß wir in N die gesuchte Erweiterung von M haben. 


1) Obwohl weder ®*” noch R*” Tensordichten sind, läßt sich leicht 
zeigen, daß P*” + R*” dennoch eine Tensordichte ist. 


4 
> 
z 
= 
2 
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Aus dem Ausdruck (86) folgt genau wie im § 6, daß die 
linken Seiten %, + 3, der eigentlichen Identitäten auf Grund 
derselben untereinander vertauschbar sind. 

Die Überlegungen von 87 über die zeitliche Konstanz 
von M, sowie der Kovarianzbeweis von § 8, lassen sich ohne 
weiteres auf N übertragen. Insbesondere spielen hier, da 
j=0 vorausgesetzt wurde, die Identitäten 3,+9,= 0 die 
Rolle der fehlenden Feldgleichungen. Er 


$10. Bemerkung über die gleichzeitige Behandlung 

mehrerer Gruppen 

Auf den Fall, daß die Lagrangefunktion mehrere Gruppen 
gestattet, ist die obige Theorie ohne weiteres anwendbar, 
wenn man bedenkt, daß die infinitesimale Transformation des 
direkten Produktes aller betrachteten Gruppen sich additiv 
aus denen der einzelnen Gruppen zusammensetzt. Insbesondere 
sind die sich auf jede einzelne Gruppe beziehenden %, nicht 
nur untereinander (vermöge %,= 0) vertauschbar, sondern 
auch mit den zu den anderen Einzelgruppen gehörigen %,. 
Es ist auch zulässig, daß der „erste Fall“ (2 ist eine Dichte) 
für gewisse Einzelgruppen, der im $9 behandelte „zweite Fall“ 
dagegen für gewisse anderen auftritt. Dann sind für die 
letzteren die %, einfach durch %,+ 9, zu ersetzen: sie sind 
wiederum nicht nur untereinander, sondern auch mit den 
anderen ‘5, vertauschbar. 

Diese Bemerkung hat zur Folge, daß man die einzelnen 
Gruppen, welche eine gegebene Lagrangefunktion gestattet, 
getrennt behandeln kann. 
Bier “weiter Teil: Anwendungen 
§11. Die Lagrangefunktion 


Wir wollen eine Lagrangefunktion aufstellen, die sowohl 
das elektromagnetische und Materiefeld als auch das Gravitations- 
feld umfaßt. Was das letztere betrifft, so übernehmen wir die 
von Fock!) und Weyl?) vorgeschlagene Theorie des Ein- 
körperproblems: das Gravitationsfeld beschreiben wir durch 


1) V. Fock, Ztschr. f. Phys. 57. S. 261. 1929. eerie 
2) H. Weyl, Ztschr. f. Phys. 56. S. 330.1929, 


x 
2 
ar 
#7 
4 
= 
4 
.17 
A 
4 
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Angabe in jedem Punkt von vier orthogonalen Vektoren 
h,,@=1,2,3,4) und wir fordern, daß die Naturgesetze 
kovariant sind gegenüber einer vom Punkte abhängigen Lorentz- 
transformation der „Vierbeine“ h,,,; diese Kovarianz, die wir 
nach Levi-Civita’) „echte Beinkovarianz“ nennen, unter- 
scheidet sich wesentlich von der in der Einsteinschen 
Theorie des Fernparallelismus geforderten „lokalen Bein- 
kovarianz“, nach der alle Vierbeine miteinander starr verbunden 
sind (konstante Lorentztransformation der Vierbeine). Im Ein- 
klang mit Fock (und im Gegensatz zu Weyl) beschreiben wir 
das Materiefeld durch vierkomponentige Wellenfunktionen 
w=(W,, We, Wz, W,) Für das elektromagnetische Felc wählen 
wir als Variable die Komponenten g, des Viererpotentials.?) 

Die Lagrangefunktion setzt sich additiv zusammen aus 
drei Anteilen, die den drei genannten Feldern entsprechen 
(und gleichzeitig die Wechselwirkungen der Felder aufeinander 
enthalten). 


Wenn 
(88) 
“uy dx" 02” 
den elektromagnetischen Feldtensor darstellt, so ist der 
Strahlungsanteil der Lagrangefunktion 
(89) 


wo h’ die Determinante der h;,, und Ex» die kontravarianten 
Komponenten des Tensors E_, bezeichnet. 

Um den Materieanteil aufzuschreiben, legen wir ein 
spezielles System Diracscher Matrizen fest.) Gehen wir aus 
von den Paulischen Matrizen 


Oi 0-1 


1) Berliner Berichte 1929, S. 137. 

2) Da wir xt = ct gesetzt haben, ist 9, =— 9, wo das skalare 
Potential darstellt. 

3) Dasselbe weicht von dem Fock schen (a.a.O.) nur unwesentlich ab. 
Der wesentliche Zug der Spezialisierung ist «, = 1 (in der Fockschen 
Bezeichnung o, = 1). 


“iu 


= 
| u 
= 
on? 
F 
= 
= 
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so setzen wir 
0 
(91) a; =—i(o! (T= 1, 2,3) Pr 


Führen wir noch die Bezeichnung 


a, =1. 


(92) e~-=—1, e,=1 

ein, so sind die Matrizen @, hermitisch und haben die Ver- 

tauschungseigenschaft 

(93) @, 0,0, + = 2e 
Ferner brauchen wir noch die Matrix We 

(94) (; 0) » 


(worin die Kinser zweireihige Einheitsmatrizen darstellen). 

In bezug auf die lateinischen Indizes ist über zweimal 
auftretende Indizes zu summieren, wobei die Faktoren e, zur 
Abzählung der Indizes unberücksichtigt bleiben sollen. Neben 
die A,,, treten die kontravarianten hy und es gelten die 
Relationen re 

hin = On, 


welche die Orthogonalität der Vierbeine im Raume mit der 
MaBbestimmung 


ausdrücken. 
Bedeutet noch f 
(97) 


oo Cx? Ox? 


und 


(98) 27% eri (m, he 


oo m 


ferner 
1 e ‚ 
(99) C,= hye h’, ( 


(100) 77 =e,a,heh’, 


so lautet der Materieanteil der Lagrangefunktion: 


* 6 
(101) Bow (x — —meytowh’. 


| 
1 
2 
4 
» | 
| 
| 
> 
4 
ee 
= 
=4 
wast 


(106) -Ö+E+B. 
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z* = komplex konjugiertes von 2, Rx= Realteil von z, 
Ix = Imaginärteil von 2}. 
Nun ist [vgl. Fock, a. a.O. Formel (24)] 
4% 
ate C C + ö 
(4,0, + = — ax" > 


und infolgedessen % 


(102) Imy* (7 — =~ (w* w). 
Ox 


Wir können also für den Materieanteil statt (101) 


10) BW=ay* (x — met y* owW 
setzen. 


Für den Gravitationsanteil nehmen wir >, d,wox= : f 


(f = Newtonsche Gravitationskonstante) und 

104) 

\ , , , l 
— 


wie man leicht nachrechnet (vgl. etwa Weyl, a. a. 0.) unter- 
scheidet sich & von der skalaren Kriimmungsdichte R um 


eine Divergenz: 
8 (,7h’) |. 


(105) R= G—2 hr 


Insgesamt ist also 


Zum Unterschied gegenüber der gewöhnlichen Form der 
Relativitätstheorie, wo die Feldgrößen g,, keine Vektoren, 
sondern Tensoren 2. Stufe waren, sind in (105) die beiden 
Bestandteile & und hy ath von skalare 

x 
Dichten bezüglich der allgemeinen relativistischen Trans- 
formationsgruppe. Dagegen ist nicht © allein, sondern erst R 


| 
| 
4 
ee 
>. 
3 
. 


Zur Quantelung der Wellenfelder ae 143 
is 


j $ 12. Die Eichinvarianzgruppe 


Die einfachste Gruppe, die unsere Funktion & gestattet, 
ist die Eichinvarianzgruppe, bei welcher die x” und die 
Variabeln A,,, invariant bleiben, während sich die 9, und yw 


folgendermaßen transformieren: 
dE 


Jy, ax »? 
| 
Gegenüber dieser Gruppe ist 02 = 0. 7 
Setzen wir, um den Vergleich mit der allgemeinen Theorie 
zu erleichtern 
9,=0Q,; y=Q,, 
so haben wir ee 
und folglich als einzige eigentliche Identitit = a 
4 
folgt natürlich aus der direkten Ausrechnung der $+” 
(109) 
=o y* y’ 


Um dieses einfache Beispiel weiter zu diskutieren, sehen 
wir zunächst von der Gravitation ab, d. h. setzen wir h, = 0,,. 
Die Hamiltonfunktion hat dann die Form i LESER 


wo ©, z. B. die in H. P. II gewählte spezielle Hamiltonfunktion 
ist, welche ®* nicht enthält. 


Die Feldgleichungen lauten 
any = 0, wk 
(112) oo = Be), (@=1,...,5); 


1) Da die y nicht hermitisch sind, so sind dem allgemeinen Schema 


geringe Modifikationen anzubringen, um es auch diesen Variablen an- 
zupassen. Darauf brauchen wir aber nicht näher einzugehen. 


G 
74 
ve = 
i 
uf 
- 
- 
of 
4 
- 7.58 
| i 
| 
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da ferner = 1 ist, so haben wir als Nebenbedingung !) außer (108) 


(113) do, = 0: 

Also bleibt in (111) A wesentlich unbestimmt und die 
vierte Gleichung (112) wird durch (113) ersetzt. 

Die infinitesimale Transformation M lautet hier: 


N = dx!da?dx® 


‚oder durch partielle Integration > = 


ms Die eckige Klammer ist nichts anderes als 1/w[,, P*] 
oder so daß 


he 


in Übereinstimmung mit (63). 

Nach der allgemeinen Theorie muß $84 = 0 vermöge der 
Feldgleichungen und Identitäten identisch erfüllt sein; das ist 
in der Tat die Kontinuitätsgleichung der Elektrizität. 


$13. Die allgemeine relativistische Kovarianz 


Bei einer beliebigen Koordinatentransformation 


(115) da” = & 

(115’) 
ferner 
ö 
ow = 0. 

| Die Lagrangefunktion verhält sich dabei wie eine skalare 

Dichte. 


Behalten wir die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen 
für die zu den gm, und yw konjugierten Impulsen bei, und 


1) Mit den Bezeichnungen von H.P.II lautet (113) C= 0. 


3 14 
3 
3 
@ 
zu‘ 
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. . 
stellen wir die zu den h;,, gehörigen Be“ durch PB” dar, 
so lauten die uneigentlichen Identitäten (28) im jetzigen Falle: 


"+ + hi, + = 0, 


mit Rücksicht darauf, dab € + Er= = 0 ist, reduzieren sie 
sich zu 


und haben also die vier eigentlichen Identitäten PS je SP ate 
(117) Yt = 0 Wa 


zur Folge. 
Die direkte Berechnung ergibt in der Tat(116), da Gundd® 
von den h;,,,, nur durch die 7‘, abhängen und 
> 
= — 05 0G, 
d.h. antisymmetrisch in u und » ist. Man findet 


Br“ [i gue + 2e, hr’ gerhe) 


(118) — hg (hrger — hr ge’)je,h « 


Dx 


mki 


i,v,u 
Die infinitesimale Transformation M nimmt die Form an: 
6 
Ox 


ö 
— | hi, + + 


dar 


betrachten wir insbesondere die Translation £* = e# = const _ 
so liefert = = (0 den Energieimpulssatz 


©, = const; 


fiir eine lineare Transformation, bekommen wir daraus eine 
Verallgemeinerung der Drehimpulssätze (v sl. H.P.II, S. 177). 
Nach der allgemeinen Theorie (§ 7) liefert das Nullsetzen 


des Koeffizienten von eine Nebenbedingung: 
(119) G, + BF + = 0. 
Annalen der Physik. 5. Folge. 5. 


- 
= 
| 
~~ - 
| 
= 
fi 
B 
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F. Klein’) hat bereits in anderem Zusammenhang bemerkt, 
daß (119) mit 4 Feldgleichungen äquivalent ist. 


$14. Die echte Beinkovarianz 
Für diese Gruppe ist 
da7=0, dg,=0, 
Oh, = =— §,)) 
und, wie man auf Grund von (120) leicht findet, 
(120°) Ow = W. 


Hier haben wir ein Beispiel des im § 9 behandelten 
„zweiten Falles“ vor uns. Denn @ ist nur lokalbeininvariant 
und erst R ist echt beininvariant; ® und € sind echt bein- 
invariant. 

Um nach Formel (74) 3,” = Ni auszurechnen, ist es am 
zweckmäßigsten, vorübergehend als Variable 


zu wihlen. Dann ist nach (105) 
1 
a0 — = e, hr’ 


und nach (120) u 


Unter eee: von (71) findet man daraus leicht 


l,ali® 


(121) Whrhe—Whehr). 
da? | 


“2 ivk 


Zur Berechnung von %,= Fu» ist es bequemer, zu den 


ursprünglichen Variablen Q,,=h,, und Q,= wy zurück- 
zukehren. Dann ist 


ferner nach (120) 


zu setzen. Danach ist 


= Br eh, + + ht W* (@, 0,0, — &, &;) W. 


14 
| 
ox 
a 
@ötk. Nachr. 1918, 8. 185, 
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Nun ist nach (98) nn 
setzt man also gemäß (118) Dur WB 
(22) Bre By 


wo also R’ die Impulse bei Abwesenheit von Materie dar- je 
stellen, so reduzieren sich die %,,, auf 


(123) Pre k h,. R, e; h,, v? 
wie es auch sein muß. Br Pa 


Gemäß (121) und (123) lauten die sechs Vili Iden- — 
titäten 


(124) e,h,, e,h,,+ v =e, e —Wheh)= 
ae 


die sich auch direkt aus (118) ergeben. = 


E § 15. Ergänzende Bemerkungen 


über das Gravitations- und Materiefeld 


1. Nachdem wir in den vorigen Paragraphen skizziert haben, 
wie die Fock-Weylsche Theorie des Einkörperproblems ge- 
quantelt werden kann, möchten wir auf einen Punkt dieses 
Einkörpermodells kurz eingehen, der bei Fock und bei Weyl 
verschieden behandelt ist, nämlich die Aufstellung des Impuls- 
energietensors ZT,” der Materie. Der Focksche Ansatz, der zu 
einem unsymmetrischen Tensor führt, scheint uns unzweck- 
mäßig und wir ziehen die nn Definition 


vor, da sie auf Grund der 
Tensor liefert. Da aber Weyl mit einem zweikomponentigen wy 
operiert, während wir mit Fock bei der Vierkomponenten- 
theorie bleiben wollen, so wird es wohl nicht überflüssig sein, © 
die Weylsche Berechnung von %, hier mutatis mutandis zu 
wiederholen. 


u, 
or 
5 
=. 
1 
t w 
5 
we 
- 
o 
t 
n 5 
- 
I. 
toc 
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Die Symmetrie von T,” folgt unmittelbar aus 9W = 0, wo 
ö die Variation (120), (120°) ist. Denn man bekommt daraus 
durch Nullsetzen des Koeffizienten von & 


5B 
Tye, — , R ww 
d.h. 


ik 


Tr’e,h,,- -Tye,h,,=0 


auf Grund der Feldgleichungen 
5B dB 


symmetrisch in bezug auf i und k ist. 


gr 


(126c) 


setzen, was uns einen reellen Tensor I» ergeben wird. Be- 
quemer berechnen wir 


i 
Auf Grund von (103) finden wir Rare 
> 


ö 


_ 


* 
R 4 Oh? ax? oh; , 


mit W= 


aly | Beschränken wir uns auf die spezielle Relativität, indem wir 
j 


hy» = e, h,, = rd ~ 5. 

setzen. Dann wird (128c)’) 
1) “Yel. auch H. Tetrode, Ztschr. f. Phys. 49. S. 858. cede 
meln (13) und (16), sowie den Text auf S. 862. Se ei 


| 
= Diese Gleichung ¢ 
5 
= 
moe 
= (128 c) 
| 
4 4 


@ 
(1296) + R-e,e, (y* ce, a,c, W), = 
W= Roe wa, wey. 
~ 


> Insbesondere ist dann 
Vy = Ro y* a, —— —e gy 
dar 
d.h. für den Energieoperator ee 
e 
(130e) H = a (sar — v3} | 


Ferner ist 
m 
= Rov* R 7 (wie; w); 
Ox Ox? 


setzen wir 


aa 
und zyklisch, so wird z. B. 


Roy 
a 


Der Impulsoperator lautet danach: 


32c) 
(132c) Ps = Oni 


M, = x? T3 — Tja 


= Row“ (2? — fay P>) 


62° 


0 
(y* — a? iy" By y) — 


@ 
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t man für den Drehimpuls: 
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folglich fiir den entsprechenden Operator 
74 


2. Im Vorangehenden haben wir für die Vierbeine h, , 
die Bose - Einsteinsche Statistik angenommen, d.h. die 
Klammersymbole in den V.-R. mit dem Minuszeichen gewählt. 
Nun fragt es sich, ob es möglich wäre, auch die Fermische 
Statistik auf die Vierbeine anzuwenden. Das Kriterium für 
die Zulässigkeit der V.-R. mit dem Pluszeichen ist folgendes 
(vgl. H.P.I, S. 29): Es sollen die gewöhnlichen Klammersymbole 
(mit dem Minuszeichen) [G,, Q,], [G,, $e] denselben Wert 
behalten, wenn man in [Q,, Q,], [$*, PP] und [Q«, PP] das 
Minuszeichen durch das Pluszeichen ersetzt. 

Nach diesem Kriterium ist aber die Frage beziiglich der 
Vierbeine zu verneinen. Denn man sieht aus der Form der 
Hamiltonfunktion (quadratisch in den ®e), daß [$,,Q,] beim 
Übergang vom Plus- zum Minuszeichen eine Änderung erfährt: 
die zum in 8+ quadratischen Anteil von §, gehörigen Klammer- 
symbole sind nämlich in beiden Fällen verschieden und die 
Differenzen kompensieren sich nicht. 

3. Das reine (Vakuum-)Gravitationsfeld ließe sich durch 
die g,, statt durch die h,, beschreiben. Dann hätten wir mit 
einer etwas anderen Abart des „zweiten Falles“ zu tun und 
bekämen wegen der allgemeinen Kovarianzgruppe vier Identi- 
täten von der Gestalt Re4)ct = 0. 


Zusammenfassung 


1. Verhält sich die Lagrangefunktion &(Q,; Q,) gegenüber 
der Gruppe’) 


| da” = af” (a) (2), 


1) Der Übersichtlichkeit halber spezialisieren wir hier die Formeln 
auf den physikalisch wichtigen Fall j = 


= 
= 
> 
N 
m 
£ 
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wie eine skalare Dichte, so bestehen zwischen den () und 
konjugierten Impulsen ® die Identitäten 
(29) Pct, = 0. 


Falls nicht %, sondern 2+ 2’ eine skalare Dichte ist, 
wobei 2’ die zweiten Ableitungen der Q, linear enthält, so 
tritt überall PB*-+ Re! an Stelle von Pe. 

2. Infolgedessen ergibt die Auflösung der Gleichungen 


Ja — ö g 
Qa 


nach den Ga: 


mit willkürlichen Raumzeitfunktionen 2’. 
Die Hamiltonfunktion nimmt sodann die Form 


(35’) D = + 278, 


an. Die Grundgleichungen der Theorie sind die kanonischen __ 
die kanonischen V.-R., die Nebenbedingungen 


‘ 


3. Transformation der Gruppe läßt 
darstellen durch 


[® beliebiges, nur von Q und ® abhängiges Funktional; 6 
Impulsenergie (pseudo) dichte]. 

Ein Spezialfall von M auf einem beliebigen Schnitt = x,* 
ist &"%,. Daraus folgt, daß die %, auf Grund von %, we 
untereinander vertauschbar, d. h. die Nebenbedingungen %,= 
verträglich sind. 


Ferner ist vermöge der Feldgleichungen 


(58) am = 0, 


woraus folgt 


7 
2,0 
€ 
=) 
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und 


34’ aS, 


auf Grund der Feldgleichungen (zeitliche Fortpflanzung ~ 
Nebenbedingungen). 

4. Das Schema der Grundgleichungen bleibt gegeniiber 
der Gruppe invariant. 

Als Beispiele werden das elektromagnetische Feld, das 
Diracsche Materiefeld und das Gravitationsfeld samt deren 
Wechselwirkungen behandelt. Die dabei in Betracht kommen- 
den Gruppen sind die Eichinvarianzgruppe, die echte Beinko- 
varianzgruppe und die Gruppe der allgemeinen Relativitäts- 
theorie. 

Was insbesondere die Gravitation betrifft, so ist es un- 
möglich, die betreffenden Feldgrößen gemäß der Fermischen 
Statistik zu quanteln. 


Hrn. Prof. Pauli spreche ich meinen aufrichtigen Dank 
aus für die Anregung zu dieser Arbeit und seine wertvollen 
Ratschläge. 


Zürich, Physik. Institut der Eidgen. Technischen Hoch- 
schule, den 5. März 1930. 
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